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Theory of Chirality Functions

The pseudoscalar properties of chiral molecules are object of an algebraic theory, provided a
proper definition of molecule-classes is given. The analysis of the phenomenon of chirality on those
classes leads to some specific features of the representation theory for chiralty functions, to a new
lattice-structure of partions, to properties of permutation groups connected therewith and, finally,
gives an insight into the structure of approximate points of view for chirality functions. Thus the present
paper includes pure mathematical aspects. Mathematical theorems which will be stated and proved
without essential reference to physics will be found in the appendix. The paper itself presents the
physical phenomenon in the first place and concepts which are offered by the mathematical formalism
like chirality-order, chirality-index, chirality-numbers, qualitative completeness, shortened Ansitze,
active and inactive partitions of ligands etc. give rise to a systematicism, to an insight and to answering
questions concerning the measurement of properties related to chirality of molecules. The co- and
contravariant point of view for the transformation behaviour of functions, for instance, gives us two
possible interpretations in the case of chirality functions. We may understand components of functions
belonging to irreducible representations of &, as chirality functions for component mixtures of isomers.
Thereby projection operators get a physical interpretation as ensembleoperators for mixtures of
isomers. Chap. 12 drafts applications of the theory given in this paper. First convincing comparisons
of experimental data for rotatory power of allene derivatives with theoretical values on the basis of
approximations according to methods given in 8—11 are available and their publication is under
preparation [4]. Also, mathematical consequences from the definition of the partition-lattice given
in Chapter 6 will be pursued as far as they are not be found in the present paper.

Die pseudoskalaren Eigenschaften chiraler Molekiile sind bei geeigneter Klassifizierung der
Objekte Gegenstand einer algebraischen Theorie. Die Analyse des Chiralitdtsphdnomens an diesen
Klassen fiihrt auf darstellungstheoretische Eigenschaften von Chiralitdtsfunktionen, auf eine Verbands-
struktur von Partitionen, auf damit verbundene Aussagen iiber Permutationsgruppen und schlieBlich
auf eine Strukturanalyse von Niherungsansitzen fiir Chiralitdtsfunktionen. Insofern enthilt die
vorliegende Arbeit rein mathematische Aspekte. Mathematische Theoreme, die ohne wesentliche
Bezugnahme auf die physikalische Fragestellung formuliert und bewiesen werden, finden sich im
Anhang. Im Text steht das physikalische Phdnomen im Vordergrund, und Begriffe wie Chiralitits-
ordnung, Chiralititsindex, Chiralitdtszahlen, qualitative Vollstindigkeit, verkiirzte Ansitze, aktive
und inaktive Ligandenpartitionen u. a., die sich aus dem mathematischen Formalismus anbieten,
dienen der Systematik, der Einsicht und der Beantwortung spezieller Fragen im Bereich der MeB-
methoden des Chiralitdtsphdnomens bei Molekiilen (Zirkulardichroismus, Rotationsdispersion usw.).
So liefern beispielweise der ko- und der kontravariante Standpunkt beim Transformationsverhalten von
Funktionen zwei Interpretationsmoglichkeiten bei Chiralitdtsfunktionen. Wir kdnnen nidmlich zu
irreduziblen Darstellungen der &, gehdrige Komponenten einer Chiralitdtsfunktion fiir Molekiile als
Chiralfunktionen fiir zugeordnete Isomerengemische verstehen. Dabei gewinnen Projektions-
operatoren firr die Komponenten als Ensembleoperatoren fiir nichtrazemische Isomerengemische
einen physikalischen Inhalt von praktischem Nutzen. Kapitel 12 gibt eine rohe Skizze von Anwendungs-
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226 E. Ruch und A. Schénhofer:

maoglichkeiten der vorliegenden Theorie. Erste iiberzeugende Vergleiche theoretischer Werte nach den
Néherungsmethoden aus den Kapiteln 8 —11 mit experimentellen Daten fiir die optische Aktivitdt von
Allenderivaten liegen vor; ihre Publikation befindet sich in Vorbereitung [4]. Ebenso werden mathe-
matische Konsequenzen der in Kapitel 6 gegebenen Definition des Partitionenverbands, insoweit sie
hier nicht ausgefiihrt sind, weiter verfolgt.
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1. Definitionen und Problemstellung

Eine in cinem Zahlenwert erfaBbare Beobachtung an einem Molekiil, die
unabhingig von der Lage und Orientierung ist und fiir Antipoden denselben
Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen liefert, sei in Ubereinstimmung mit [7]
Chiralitdtsbeobachtung genannt. Entsprechend verstehen wir unter einer Chirali-
tatsfunktion eine pseudoskalare Funktion in Abhéngigkeit von der speziellen
Natur der Molekiile einer Molekiilklasse. Sie beschreibt also eine Chiralitits-
beobachtung an den Molekiilen der Klasse. Physikalischen Fragestellungen
angepalBt und zugleich vorteilhaft im Sinne der mathematischen Behandlung ist
es, achirale Molekiilgeriiste als Klassenmerkmale zu wihlen. Vertreter aus diesen
Klassen sind also Molekiile, die sich durch die Natur der Liganden und deren
Verteilung auf vorgegebene Plétze eines Molekiilgeriists unterscheiden. Die Art
der Fixierung der Liganden an die Geriistplitze sei eindeutig, sie sei an symmetrie-
dquivalenten Geriiststellen symmetriedquivalent, und Symmetrieoperationen des
Molekiilgeriists, die einen Geriistplatz zum Fixpunkt haben, seien auch Symmetrie-
operationen fiir den dort fixierten Liganden. Wir beschréinken uns auf achirale
Liganden und erreichen damit, daB Spiegelungen von Molekiilen durch Permuta-
tionen der Liganden beschreibbar sind. Diese Voraussetzungen sind in zahlreichen
Fillen zumindest niherungsweise erfiillt. Ein Beispiel fiir chirale Molekiile mit
achiralem Geriist und achiralen Liganden ist die Klasse der Methanderivate mit
dem vierbindigen Kohlenstoff als Gertist und verschiedenartigen Liganden, deren
Symmetrie die jeweilige C;,-Untersymmetrie des reguliren Tetraeders enthélt.

In [7] wurden zur approximativen Beschreibung von Chiralititsbeobachtun-
gen nach dem Prinzip mathematischer Einfachheit zwei Methoden zur Auf-
stellung von Chiralititsfunktionen angegeben, thre Besonderheiten analysiert und
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fiir sechzehn verschiedene Molekiilklassen vorgefiihrt. Diese speziellen Chiralitéts-
funktionen zeigen neben dem klassenspezifischen Transformationsverhalten
gegeniiber der Symmetriegruppe des Molekiilgeriists auffillige Ziige, die uns
Einsichten in eine klassenspezifische Struktur des Chiralitdtsphdnomens geliefert
haben und weitere ndherungsunabhingige Fakten vermuten lassen. So hat sich
aus dem zweiten Naherungsverfahren der Begriff Chiralititsordnung ergeben,
der in dieser Arbeit im Zusammenhang mit den sog. Chiralititszahlen nochmals
zur Sprache kommen wird. Eine kritische Analyse des ersten Ndherungsverfahrens
machte auf die Bedingungen aufmerksam, unter denen innerhalb einer Molekiil-
klasse ein willkiirfreies Konzept fiir eine Einteilung in enantiomere Teilklassen
gegeben werden kann. Es zeigte sich, dal nur in Klassen einer durch Besonder-
heiten des Gertists ausgezeichneten Kategorie a die dazu notwendige Homo-
chiralitdtsrelation definierbar ist und also nur in solchen Klassen eine willkiirfreie
Einteilung in Rechts- und Linksmolekiile vorgenommen werden kann. Klassen
der Kategorie b lassen diese Unterteilung ohne chiralitdtsfremde Willkiir nicht zu,
und sie unterscheiden sich von denen der Kategorie a dariiber hinaus in mehrfacher
und charakteristischer Weise.

Ein spezifischer Zug von Klassen der Kategorie b zeigt sich in dem allgemeinen
Befund, daB fiir jede stetige Chiralitédtsfunktion von ligandenspezifischen Variablen
Wertekombinationen dieser Variablen existieren, die zwar chirale Molekiile
bezeichnen, fiir die die Chiralitdtsfunktion aber verschwindet, sog. chirale Null-
stellen. Damit wird der MeBwert Null fiir eine Chiralitdtsbeobachtung an ge-
wissen chiralen Molekiilen eine unvermeidbare Eigenschaft einer Molekiil-
klasse der Kategorie b (vgl. [5]). Obwohl die Polynome nach dem ersten Verfahren
chirale Nullstellen nur dann besitzen, wenn sie unvermeidbar sind, treten, wie wir
im folgenden zunéchst zeigen wollen, trotzdem Situationen auf, die AnlaB zur
grundsitzlichen Kritik am eingenommenen N#herungsstandpunkt geben. Ent-
sprechende Bedenken lassen sich auch gegen das zweite Niherungsverfahren
anfiihren.

Wir werden eine Diskussion chiraler Nullstellen an verschiedenen Beispielen
zunichst zur Formulierung eines physikalischen Anspruchs an die Qualitit einer
Chiralitdtsfunktion benutzen. Die anschlieBende Ubersetzung dieses Anspruchs
in eine mathematische Form wird uns zu Formulierungen in der Sprache der
Darstellungstheorie fiihren. Dabei werden wir Methoden finden, qualitativ voll-
stindige Ansdtze, d. h. Ansitze, die diesem Anspruch geniigen, aufzustellen und
gegebene Ansitze hinsichtlich ihrer qualitativen Vollstindigkeit zu beurteilen. Der
darstellungstheoretische Aspekt liefert uns dariiber hinaus weitere Einsichten in
die klassenspezifische Struktur des Chiralitdtsphinomens, und er verdient, wie
uns scheint, abgesehen davon rein mathematisches Interesse. Die beiden ur-
spriinglichen Ndherungsmethoden aus [7] werden wir im Sinne qualitativer Voll-
stindigkeit erweitern, und wir werden sie dann in ihrer urspriinglichen Form als
verkiirzte Ansdtze mit wohl definierten Vernachldssigungen verstehen konnen.
Eine Diskussion spezieller Molekiilklassen im Lichte unserer allgemeinen
Theorie soll den AbschluB bilden. Uns aus der Literatur nicht bekannte Theoreme
zur Darstellungstheorie und iiber Partitionsdiagramme werden im Anhang
bewiesen.

16*
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2. Kritik an den beiden Niiherungsverfahren aus [7]; der Begriff der qualitativen
Vollstindigkeit

Beispiel 1

Wir beginnen mit einer Klasse der Kategorie b (Fig. 1). Das Molekiilgeriist
besitze die Symmetrie C,,, und die Molekiile der Klasse seien durch die Art von
Liganden und deren Verteilung auf die symmetriefiquivalenten Gertistplitze 1, 2,
3, 4 unterschieden.

Das Polynom niedrigsten Grades gemi3 dem ersten Niherungs-
verfahren ist (vgl. [7], Klasse 9) von der Form

XA1s Az, Az, Aa) = (A1 — A3} (A —A) (A — Ay + A3 —Ag) . (1)
Fig. 1

A;=A(l;) bezeichnet dabei den Parameter A fiir den Liganden [, an der Stelle i.
Chirale Nullstellen sind die Losungen der Gleichung

j‘l _AZ +As_i4=0
mit den Nebenbedingungen
Ay # Az Ay F has 1Ay — Aol + 13— A #0, |4, = Agl + 14, — 45| #0.  (1a)

Die Existenz chiraler Nullstellen ist, wie bewiesen [5], eine Eigenart aller Chirali-
tatsfunktionen zu dieser Klasse; sie ist also nicht eine Besonderheit des Polynoms
(1). GemiB den Bedingungen (1a) sind die chiralen Nullstellen des Polynoms
spezielle Kombinationen von Parameterwerten (z. B. 1, =1, 1, =2,4;=5,4,=4),
und die damit bezeichneten Molekiile sind mit der Wahl des Parameters A(])
festgelegt; sie sind, wie die Wahl von A(I) auch immer vorgenommen wird, chiral,
wenn nur verschiedene Liganden durch verschiedene Parameterwerte bezeichnet
werden. Die Anpassung des Ligandenparameters A(]) an das Experiment beinhaltet
also unter anderem, daB die chiralen Nullstellen des Polynoms (1) chirale Molekiile
bezeichnen, fiir die die experimentellen Werte einer Chiralitdtsbeobachtung
bestimmter Art klein oder Null sind.
Achirale Nullstellen, gegeben durch jeweils eine der Gleichungen

A=y, Aa=l4, A= Ial+As—Agl=0, |A; = Ay +|4;—45|=0, (Ib)

bezeichnen unabhingig von der Wahl des Parameters A(l) die Gleichartigkeit
einiger Liganden in achiralen Molekiilen, und der Funktionswert Null beschreibt
exakt das Resultat einer beliebigen Chiralitdtsbeobachtung.

Beispiel 2

Ein zweites Beispiel fiir Kategorie b, die Klasse der Cyclopropanderivate
(vel. [7], Klasse 6), zeigt in der Polynomnéherung charakteristische Unterschiede
gegeniiber dem ersten (Fig. 2).
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Das Polynom niedrigsten Grades hat die Form
)
2 KA1, A2y A3, gy Asy Ay =(A1 = A3) Ay —A6) = (A1 —A3) (ha—15) . (2)

N Chirale Nullstellen des Polynoms sind beispielsweise durch
die Bedingung (2a) gegeben:

e A=A, =125, (2a)

. d. h. es gilt
Fig. 2
X(Al’j’h/{l’jﬂaAS’lG)Eo' (2b)

Wenn die Geriistplitze 1, 2 und 3 mit gleichartigen Liganden, 4, 5 und 6 davon
und untereinander verschieden besetzt sind, liegen chirale Molekiile vor, und das
Polynom (2) verschwindet unabhéngig davon, welcher Art die gleichen und welcher
Artdie iibrigen Liganden sind. Es ist klar, daB dieser Sachverhalt auf die spezifische
Besonderheit des Polynoms (2) zuriickzufiihren ist und zur Kritik veranltaBt.

Zwar sind chirale Nullstellen eine unvermeidliche Eigenschaft von Chiralitéts-
funktionen fiir die hier diskutierte Klasse, aber gemil (2a) ist' es im Gegensatz
zum ersten Beispiel nicht moglich, den Parameter A(l) einer experimentellen
Situation anzupassen. Bedingung (2 a) impliziert die Gleichartigkeit der Liganden
an den Plédtzen 1, 2 und 3, und eine Chiralitéitsbeobachtung an chiralen Molekiilen
dieser Art wird durch das Polynom (2) jedenfalls mit dem Wert Null beschrieben.
Dieses Faktum mag zu einer unbefriedigenden Approximation von MeBdaten
AnlaB geben. Es gibt gewissermalen ein spezielles Chiralititsphinomen in dieser
Klasse, charakterisierbar durch (2a), welches mit dem Ansatz (2) grundsitzlich
nicht erfalit werden kann. Entsprechendes 148t sich an dem Polynom (1) fiir das
erste Beispiel nicht aussetzen.

Das zweite Beispiel gibt uns Gelegenheit, auf eine weitere Besonderheit hin-
zuweisen. Aus einem Molekiil mit nur verschiedenartigen Liganden entstehen
durch Umbesetzungen an den Geriistpldtzen 1, 2 und 3 sechs isomere chirale
Molekiile, von denen kein Paar im Verhiltnis der Enantiomerie steht. Ein Gemisch
dieser Isomeren unterscheidet sich also von dem entsprechenden Gemisch der
Antipoden; es ist nichtrazemisch oder, wie wir sagen wollen, ein chirales Isomeren-
gemisch. Eine Chiralitédtsfunktion fiir ein solches Isomerengemisch ist unter der
Annahme einer linearen Superposition von Chiralitdtsbeobachtungen an den
Komponenten leicht anzugeben.

Wir beniitzen spiiter eingehend besprochene Operatoren O(e), 0((12)), 0((13)),
0((23)), 0((123)), 0((132)), die in unserem Polynom durch die Permutationszyklen
gekennzeichnete Permutationen der Parameter hervorrufen, so daB dann die
Chiralititsbeobachtung an einem Molekiil mit entsprechend permutierten
Liganden beschrieben wird. Die Chiralitdtsfunktion fiir ein einmolares Gemisch
dquimolarer Mengen der oben bezeichneten Isomeren entsteht aus der Chiralitiits-
funktion fiir ein einmolares Ensemble von Molekiilen der urspriinglichen Sorte
durch Anwendung des Operators

P = £{0(e) + 0((12)) + O((13)) + O((23)) + O((123)) + O((132))} .
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Wie man sich durch Nachrechnen leicht iiberzeugt, ergibt sich dabei fiir das
Isomerengemisch die Identitit

Pydy, Ay, Az, A, As, A6) =0 (2¢)

Die Chiralitdtsbeobachtung an dem Isomerengemisch wird also unabhingig von
der Natur der Liganden durch den Wert Null beschrieben, obwohl es sich sicher
nicht um razemische Gemische handelt, wenn die Liganden verschiedenartig sind.
Gegen diesen Befund miissen grundsitzlich dieselben Bedenken erhoben werden
wie bei der Diskussion des Molekiils mit gleichartigen Liganden an den Pldtzen 1,
2 und 3.

Im Gegensatz zu den Verhiltnissen in der vorliegenden Molekiilklasse iiber-
zeugt man sich am Beispiel 1 durch Probieren, daB zwar chirale Isomeren-
gemische mit verschwindender Chiralitdtsfunktion existieren, daB die Funktion
eines solchen Gemischs aber nicht identisch fiir alle Ligandensorten Null ist.
Diese Erscheinung ist ebenso unvermeidbar wie die chiralen Nullstellen von
Chiralititsfunktionen fiir Molekiile aus dieser Klasse.

Beispiel 3

Als Beispiel fiir die Kategorie a behandeln wir die Klasse der Allenderivate
(Fig. 3; vgl. [7], Klasse 3).

RO
Q) Xss Az, Ags ha) = (A = A2) (A3 — Aa) - ©)

Fig. 3

Wir wissen (vgl. [5]), dab fiir alle Klassen dieser Kategorie das Polynom des
ersten Naherungsverfahrens immer die Form eines Chiralitdtsprodukts — eines
Produkts Vandermondescher Determinanten — hat und keine chiralen Null-
stellen besitzt. Eine Kritik im bisherigen Sinn kann sich daher hdchstens auf
Isomerengemische bezichen, die fiir ein Sortiment verschiedenartiger Liganden
nicht razemisch sind und unabhéngig von der Natur der Liganden durch eine
verschwindende Chiralitdtsfunktion beschrieben werden.

Ein solches Gemisch ist durch Fig. 4 veranschaulicht:

e

Fig. 4
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Die Chiralitétsfunktion dafiir ergibt sich durch Anwendung des Operators
2 =1 {0(e)+ 0((234) + 0(243))}
auf das Polynom (3) und geniigt der Identitét

Pp(A1shzsA3,00) = 50 = ) (s — Aa) +(Ag — Ag) (Ay = A3) + (A = 23) (e — 1)} =0.
(a)

Wir haben in [7] solche linearen Beziechungen Additionstheoreme genannt. Es
ist klar, daf} die Identitdt (3a) ebenso wie (2a) im Beispiel 2 zur Kritik an dem
Polynomansatz Veranlassung gibt.

Um zu zeigen, daB3 die besprochenen Unzuldnglichkeiten auch an den An-
sitzen nach dem zweiten Verfahren festzustellen sind, daB bei einer Molekiil-
klasse die Kritik fiir beide Verfahren aber verschieden ausfallen kann, wenden
wir uns nochmals dem Beispiel 2 zu.

Beispiel 2’

Die Chiralitdtsfunktion des zweiten Verfahrens fiir die Klasse der Cyclo-
propanderivate (vgl. Fig. 2) hat die Form (vgl. Klasse 6)

100, 1,1,15,16) = (Pl(llals)+¢1(12’16)+q)l(l.’nl4)_(pl(llal6)_¢1(12al4)—'(p1(l3315)
+(P2(l1slz)+Q’z(lz’ls)"‘(Pz(lsaZl)—(Pz(l4:ls)_¢’2(l5=le)_¢z(lsal4) s (2d)

wobei ¢, und ¢, Funktionen mit unterschiedlichem Transformationsverhalten
sind:
01 b= 1), @2 L) = —@, (0, 1) .

l; reprisentiert charakteristische Variable fiir den Liganden mit der Ziffer i'.
Die den chiralen Nullstellen (2a) entsprechende Bedingung bezeichnet ebenso
wie dort Molekiile mit gleichartigen Liganden an den Stellen 1, 2 und 3; sie lautet
also

L=L=I (22)
und flihrt im Gegensatz zu (2b) auf keine Nullidentitit:

0l L Ly s, b)) = —@a(ly, 1) — ®2(ls, lg) = @55, 1) #0. (2e)

Bedingung (22’) veranlaf3t demnach nicht zur Kritik am zweiten Verfahren.

Beispiel 4

Die Klasse der Oktaederderivate (vgl. [7], Klasse 152) sei als letztes Beispiel
angefiihrt (Fig. 5).

! Das zweite Verfahren setzt nicht notwendig die Beschreibbarkeit des Ligandeneinflusses durch
einen Ligandenparameter voraus.

2 In der Tabelle aus [7], Klasse 15, befindet sich ein Druckfehler. Der Eintrag in der letzten Spalte
ist zu ersetzen durch: ~» Ansatz 1 mit b =a.
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Wir beziehen uns auf die Ausdriicke nach den beiden Verfahren
in [7], S. 106—107, und diskutieren die Bedingungen

i1='lz: /13=/15= /14=’16
bzw. @)

llzlz, l3=l5, l4=l6.

Dabei vereinfachen sich die Chiralitdtsfunktionen zu

X(A1s A1y Aa, Agy Az, Ag) =(b—a) (A5 — Ag) (A — 20)% (A — A3) (4a)

bzw.
Z(llallal3al4a 13514)50' (4b)

Wie aus (4a) ersichtlich, sind Molekiile gemif (4) chiral, wenn nicht gleichartige
Ligandenpaare vorkommen. Der Ansatz nach dem zweiten Verfahren fiihrt zur
Identitdt (4b). Diese représentiert chirale Nullstellen der kritisierten Art.

Fiir ein Gemisch aller Isomeren, die sich durch Vertauschung von Liganden
an den Geriistplitzen 1 und 2 bzw. 3 und 5 bzw. 4 und 6 unterscheiden, wird die
entsprechende Chiralitdtsfunktion des zweiten Verfahrens ebenfalls identisch in
den Ligandenarten Null. In Formeln: mit

P =5 {0(e) + 0((12)) + 0(35) + 0((46)) + 0((12) (35))

+0((12) (46)) + 0((35) (46)) + 0((12) (35) (46))}
gilt
Pl 1y, 13,14, 15,16)=0. (4¢)

Ein Isomerengemisch dieser Art mit einem Sortiment ungleichartiger Liganden
ist chiral. Da sich, wie die nachfolgenden Untersuchungen zeigen werden, kein
chirales Isomerengemisch und kein chirales Molekiil mit teilweise gleichartigen
Liganden finden 1i8t, fiir das die Chiralitdtsfunktion nach dem ersten Verfahren
identischinden Ligandenarten den Wert Null liefert, konnen wir zusammenfassend
sagen: Die Klasse der Oktaederderivate gibt AnlaB zur Kritik am zweiten Ver-
fahren, aber nicht am ersten.

Uns aus der Literatur bekannte Anweisungen, Regeln und theoretische An-
sitze (Oktantenregel, Quadrantenregel, Sektorenregel, MO-Verfahren, principle
of pairwise interactions) zum Verstdndnis von Chiralitdtsbeobachtungen (Rota-
tionsdispersion, Zirkulardichroismus) passen sich in den Rahmen der beiden
in [7] abgehandelten Niherungsverfahren ein und unterliegen dementsprechend
derselben Kritik. Es ist die Absicht einer folgenden Arbeit, Ansdtze dieser Art,
d. b. Ansidtze zum konkreten physikalischen Phdnomen zu kritisieren, wenn die
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hier angezogenen Bedenken durch ein wohlfundiertes Konzept ersetzt sind, mit
dem die Struktur eines Ansatzes ohne derartige Schwichen exakt definiert und
damit zugleich die Qualitit eines speziellen Ansatzes hinsichtlich der vorgetra-
genen Bedenken beurteilt werden kann.

Wenn wir die bisherige Analyse zusammenfassen, so ergibt sich folgendes Bild :

Obwohl chirale Nullstellen von Chiralitdtsfunktionen eine unvermeidbare
Eigenschaft gewisser Molekiilklassen sind, muB} ein N&herungsansatz, in dem sie
eine bestimmte Verteilung gleichartiger Liganden auf die Geriistplétze in chiralen
Molekiilen bezeichnen, hinsichtlich seiner Allgemeinheit kritisiert werden; denn
offensichtlich werden in solchen Fillen gewisse Chiralitdtsphdnomene grund-
sdtzlich nicht und damit das Phinomen in seinem vollen Umfang nur teilweise
erfaBBt. Der Vergleich der Identitdtsbezichungen (2b) und (2¢) einerseits und (4b)
und (4c) andererseits weist darauf hin, daB aus dem Versagen eines Ansatzes fiir
chirale Molekiile mit teilweise gleichartigen Liganden im allgemeinen auch das
Versagen der entsprechenden Chiralitdtsfunktion fiir ein chirales Isomeren-
gemisch mit verschiedenartigen Liganden folgt. Andererseits zeigt Beispiel 3,
daB eine Chiralitdtsfunktion fiir ein chirales Gemisch von Isomeren moglicher-
weise identisch Null ist, obwohl sie fiir Ensembles einheitlicher Molekiile iiber-
haupt keine chiralen Nullstellen hat. Auch diese Besonderheit ist unbefriedigend.
Nur in extremen Ausnahmefillen wird eine Chiralitdtsbeobachtung an chiralen
Isomerengemischen mit einem bestimmten Mischungsverhiltnis bestimmter
Komponenten unabhingig von der Art der Liganden den MeBwert Null liefern;
dies wire ein auBerordentlich unwahrscheinlicher Zufall. Wir sehen daher eine
Chiralitdtsfunktion dann als geniigend anpassungsfihig an, wenn sie diesem
Zufall allenfalls durch Spezialisierung ihrer allgemeinen Form Rechnung triigt,
wenn sie also solche Besonderheiten a priori nicht hat, und definieren:

Eine Chiralitdtsfunktion fiir Molekiile einer Klasse heifSt qualitativ vollstindig,
wenn es kein chirales Gemisch von Isomeren gibt, so daf die durch lineare Super-
position entstehende Chiralitdtsfunktion fiir das Gemisch unabhdngig von der
Natur der Liganden identisch den Wert Null liefert®. Entsprechend heif3t ein
Ndiherungsansatz fiir Chiralitdtsfunktionen qualitativ vollstéindig, wenn er in
seiner allgemeinen Form diese Bedingung erfiillt.

Die qualitative Vollstindigkeit eines Ansatzes ist nach dieser Definition also
eine Eigenschaft, die sich auf einen Allgemeinbeitsanspruch in der Beschreibung
realer physikalischer Chiralitdtsbeobachtungen griindet. Wir haben diesen
physikalischen Anspruch als mathematisches Prinzip zu formulieren, um qualitativ
vollstindige Ansitze aufstellen und vorliegende Theorien iber Chiralitits-
funktionen von speziellen Phinomenen (optische Aktivitit, Zirkulardichroismus)
nach dem Kriterium ihrer qualitativen Vollstindigkeit beurteilen zu konnen.
Zu diesem Zweck und um die Konsequenzen in ihrem vollen Umfang zu iiber-
sehen, ist es notig, zunichst einen geeigneten Formalismus fiir die mathematische
Handhabung von Molekillen einer Klasse, Isomerengemischen und ihren
Chiralititsfunktionen zu entwickeln. Wir werden davon spéter mehrfach profi-
tieren.

3 Es sei bemerkt, daB der einzige Funktionswert, der identisch in der Variation der Liganden
konstant sein kann, die Null ist, denn durch Variation erhalten wir auch das entsprechende Gemisch
der Antipoden und damit einen Vorzeichenwechsel der Chiralititsfunktion.
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3. Geordnete Molekiile und Ensembleoperatoren

Wir identifizieren die Ziffern der von 1 bis n numerierten Geriistplédtze eines
Molekiilgeriists mit den Zeilenziffern einer n-reihigen Spaltenmatrix. Mit den
Symbolen /; fiir numerierte Liganden (1 <i < n) représentiert dann eine Spalten-
matrix

Iy
L=|"
Ly
umkehrbar eindeutig eine bestimmte Verteilung von numerierten Liganden auf
die numerierten Pldtze des Geriists; sie représentiert, wiec wir sagen wollen, ein
geordnetes Molekiil, und zwar jenes, in dem Ligandenziffern und Platzziffern
ibereinstimmen. Durch [ moge andererseits die Art eines Liganden, durch [
also die Art des Liganden mit der Ziffer i charakterisiert sein, d. h. die [; werden
als Variable betrachtet, und eine Gleichung [, =, bezeichnet die Gleichartigkeit
der Liganden i und k. Eine durch einen Zahlenwert erfaBbare Eigenschaft des
Molekiils in Abhidngigkeit von der Natur der Liganden und deren Verteilung auf
die Geriistplidtze wird damit in der vereinfachten Form darstellbar:

(P(lle l2a ey ln)=€0( |L)

Der senkrechte Strich in der Klammer dient zur Unterscheidung des Arguments
der Funktion von Symbolen vor dem Strich, die spéter zur weiteren Kenn-
zeichnung der Funktionen gebraucht werden. Diese Moglichkeit der Bezeichnung
wird sich im folgenden bew#hren. ¢( | L) soll per definitionem nicht von der Lage
und Orientierung des Molekiils abhdngen. Daher kann diese Funktion auch eine
Beobachtung an einem Ensemble statistisch orientierter geordneter Molekiile
repriisentieren, wobei wir die lineare Uberlagerung von Beobachtungen an Teil-
ensembles zur Beobachtung am ganzen Ensemble voraussetzen. L mag also auch
als Reprisentant eines solchen Ensembles gelten. Von dieser Auffassung wollen
wir in der Hauptsache Gebrauch machen. Wir werden, da MiBverstindnisse aus-
geschlossen sind, L als Symbol fiir die Spaltenmatrix, als Symbol fiir das ent-
sprechende geordnete Molekiil bzw. fiir eine einmolare Menge solcher Molekiile
verwenden. Die Elemente der symmetrischen Permutationsgruppe &, sollen als
Operationen an geordneten Molekiilen auf die numerierten Geriistplitze bezogene
Permutationen der Liganden hervorrufen. Das aus L durch die Permutation o,
entstehende geordnete Molekiil sei mit o, L bezeichnet, die anschlieBende Permuta-
tion 4, filhre auf 4,4, L. Fiir entsprechend bezeichnete Spaltenmatrizen gilt
demnach

9391 L=13,5(9; L) =3, D(9,)L = D(9,) D(s;) L= D(0,5,)L,

wobei D(s) Matrizen der n-dimensionalen Permutationsdarstellung der €, sind.

Deckoperationen fiir das Molekiilgeriist rufen am geordneten Molekiil
Ligandenpermutationen hervor, wenn diese Operationen zwar am Liganden-
system, nicht aber am Geriist vorgenommen werden. Die Gruppe & der Deck-
operationen des Molekiilgeriists wird dabei homomorph auf eine Untergruppe ©
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der &, und die Symmetrieuntergruppe der Drehungen D auf eine Untergruppe 9t
der € abgebildet. Es gilt also

6~5

} mit DEG und RNLSLS,.
D~ R

Nur fiir ein chirales Geriist gilt D= ®, und im Falle eines achiralen Geriists,
wenn D also echte Untergruppe von ® ist, kennzeichnet die Bedingung 9t =&
eine Klasse ohne chirale Molekiile (vgl. [7], S. 93). Daraus folgt:

Fiir eine chirale Molekiilklasse mit achiralem Geriist und nur dafiir ist 9% echte
Untergruppe von &, und zwar Normalteiler vom Index 2.

Die Zahl unterscheidbarer Objekte reduziert sich, wenn wir an geordneten
Molekiilen die Geriist- und Ligandenziffern ignorieren, wenn wir also nur physi-
kalisch reale Unterschiede beachten. Dabei verlieren geordnete Molekiile ihre
Unterscheidungsmerkmale genau dann, wenn die Unterschiede auf Permutationen
ihrer Liganden aus der Untergruppe 9 oder auf Permutationen gleichartiger Li-
ganden zuriickzufiihren sind. Die Nichtbeachtung von Geriistziffern allein fiihrt
bei geordneten Molekiilen mit einem bestimmten Ligandensortiment zu einer
Einteilung in Klassen nicht mehr unterscheidbarer Objekte. Verschiedene Klassen
entsprechen verschiedenen Isomeren, falls die Liganden des Sortiments alle ver-
schiedenartig sind. Es ist notwendig, den AbstraktionsprozeB auf das physikalisch
Reale zunichst nur insoweit vorzunehmen, als er der Nichtbeachtung von Geriist-
ziffern entspricht, d.h. Ligandenziffern zu beachten und damit Aussagen zu
diskutieren, die fiir Molekiile giiltig sind, welche ausschlieBlich verschiedenartige
Liganden enthalten.

Fiir Molekiile mit numerierten Liganden bzw. fiir Isomere zu einem Sortiment
ausschlieBlich ungleichartiger Liganden gilt:

Die geordneten Molekiile der Menge {s4;L} mit s reprisentieren bei
gegebenem o; ein Molekiil, und zwei derartige Mengen {s4;L} und {s9;L}
repréisentieren verschiedene isomere Molekiile, falls 4; und o; nicht derselben
Rechtsnebenklasse von 9t angehoren. Falls 4;=4's; mit einem o' aus der
Nebenklasse von 9t in & gilt, reprisentieren die beiden Mengen ein Enantio-

merenpaar.

Obwohl nur die tatsdchlich unterscheidbaren Isomeren interessieren, konnten
wir die beabsichtigte Analyse ohne den Begriff des geordneten Molekiils nicht
durchfiihren.

Die Auffassung von L als Reprisentant eines einheitlichen Ensembles geord-
neter Molekiile erlaubt die Beschreibung eines Gemischs von isomeren geordneten
Molekiilen s mit den molaren Konzentrationen a(s) durch die formale Summe

Y a(s)sL;

P
wir interpretieren die entsprechende Linearkombination von Spaltenmatrizen
als das Resultat der Anwendung eines Operators « auf L gemil

a= Y alo)s, aL= Y a(s)sL= Y a(s)D(s)L.

PR=1c L™ eSS,
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Entsprechend der Zuordnung L — » L nennen wir « einen Ensembleoperator. Seine
Koeffizienten a(s) bezeichnen das Mengenverhéltnis der durch die Liganden-
permutationen o entstehenden Komponenten 4L in einem Gemisch « L isomerer
geordneter Molekiile. Aus methodischen Griinden — wir werden sehen, daB die
SchluBfolgerungen physikalisch sinnvoll bleiben — wollen wir komplexe Konzen-
trationen a(s) zulassen und stellen damit fest:

Jedes Element der Gruppenalgebra der &, repriisentiert einen Ensemble-
operator fiir geordnete Molekiile. Alle mdglichen Ensembles isomerer geord-
neter Molekiile gehen aus einem vorgegebenen einheitlichen Ensemble durch
Anwendung eines entsprechenden Ensembleoperators hervor.

Damit ist die Aufeinanderfolge zweier Operationen aus der Gruppenalgebra der
&, durch

a(tL)=(ab)L=adblL,

d. h. auch die Anwendung eines Ensembleoperators auf ein Gemisch von isomeren
geordneten Molekiilen erklirt.
Der spezielle Ensembleoperator

1
fra = ol Y o ; |9 =Ordnung der Gruppe N; 42 = fiy

seM

repl‘ﬁ.sentiert wegen

den Ubergang von einem einheitlichen Ensemble zu einem dquimolaren Gemisch
geordneter Molekiile, das sich zufolge der Operation s €9t nicht dndert, bei
Verzicht auf die Geriistziffern nicht mehr als Gemisch erkennbar und vom ur-
spriinglichen Ensemble L nicht mehr unterscheidbar ist. Entsprechend ist das
Ensemble g« L wegen 4 iy a L = figa L fiir € 9t unempfindlich gegen Permuta-
tionen aus 9t und nicht vom Ensemble « L unterscheidbar, wenn wir die Geriist-
ziffern ignorieren. Wir sehen daher in der Zuordnung

eine Abstraktion auf die physikalisch relevante Struktur eines Ensembleoperators,
in der vom Ligandensortiment unabhéngige Eigenschaften von Isomeren-
gemischen zum Ausdruck kommen. Dies zeigt sich besonders deutlich bei einer
Umformung von g .

Mit einem Représentantensystem {4}, /=1, 2, ..., z fiir die Rechtsnebenklassen
von N in S, kdnnen wir namlich schreiben

z

a=pga=py Y. Ao)s= fy Y i a(s9))90;= iy Z a(s;)s;

08, seM j=1 j=1
wobel die
a(sy) = Yy a(aaj) fir j=1,2,...,z

seN



Theorie der Chiralitatsfunktionen 237

in z die Mengenanteile der Komponenten von <L oder s4q«L entsprechenden
Isomerengemischen bezeichnen, solange L einem Sortiment ausschlieBlich ver-
schiedenartiger Liganden entspricht. Am Ensemble « L bzw. /g« L bleiben diese
Komponenten wegen der Bezifferung der Liganden auch bei Sortimenten mit
teilweise gleichartigen Liganden unterscheidbar.

Fiir chirale Molekiilklassen mit achiralem Geriist — d. h. also, falls 3t Normal-
teiler vom Index 2 in & ist — enthilt der Ubergang ~ — Z weitere Informationen.
Wir gehen von einem Représentantensystem #, fiir die Rechtsnebenklassen von
@ in der €, aus und stellen mit einem Element 4/ aus der Nebenklasse von 9
in € ein Reprisentantensystem fiir die Rechtsnebenklassen von 9t in der &, her:

fk’d,{k mit k:1;2,---9%;

damit erhalten wir 2 in der Form

{a(e) e, +ald 6)d ¢} .

a= figq

k

1§ M [N

Da die Operation o/ den Ubergang zum Spiegelbild bewirkt, bezeichnen also
a(¢,)und a(+' £,) jeweils Mengenanteile von Antipoden in ~ L und von enantiomeren
Komponenten cines Isomerengemischs, falls nicht wegen der Gleichartigkeit
gewisser Liganden die Chiralitit der Komponenten verschwindet.

Bei der Diskussion von Chiralitdtsfunktionen werden wir auf den Operator
try=3{pm— 9 fin} =% {fin— pno’} mit der Eigenschaft 42 = 4, gefiihrt. Seine
Arzlwendung auf einen beliebigen Ensembleoperator fithrt wegen £, /g = £, und
J7%eN zu

1 3
ey 5 {fm— fin'} k;1 {a(t) b +ald' 4)a' 4}

2
=4, k; {a(¢)—al' )} 4, .

Die zuletzt angegebene Form des Produkts zeichnet sich dadurch aus, daB die
Gruppenelemente des rechten Faktors aus verschiedenen Rechtsnebenklassen
jener Gruppe € stammen, zu der alle Gruppenelemente des linken Faktors
gehdren. Aus diesem Grund folgt aus dem Verschwinden des Produkts das Ver-
schwinden des rechten Faktors, und aus 4,2 =0 folgt daher die Gleichheit der
Antipodenkonzentrationen: a(#,) = d(s'#,). Umgekehrt folgt aus diesen Gleichun-
gen 4, =0. Wir haben damit die Aussage:

Genau dann, wenn gilt 4,2=0, reprisentiert oL fiir beliebiges L ein
razemisches Gemisch.

Die Gruppeneinheit in der Form
e= fot+(e— f)
liefert fiir ein beliebiges Element « der Gruppenalgebra die Zerlegung

azﬁxa-l-(e—ﬁx)w,
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und wir nennen

fy = o die chirale
und Komponente des Ensembleoperators « .
(e— f)a=a— p,a die achirale

4. Chiralititsfunktionen fiir Isomerengemische

Aus mehreren Griinden, insbesondere aber zur mathematischen Formu-
lierung des Begriffs qualitativ vollstdndig haben wir von Permutationsoperatoren
Gebrauch zu machen, die auf Funktionen wirken. Wir unterscheiden zwischen s als
Permutationsoperator fiir numerierte Liganden an numerierten Geriistpldtzen und
einem Operator ((o) fiir Funktionen und bezeichnen transformierte Funktionen
durch das Symbol 4 links vom Trennstrich der Klammer in folgender Weise:

O™ N e(1L)=e(s|L)

und
O D {06 ) e(| L} =00 ") o(|L)= (/| L).

)

Wir definieren die Anwendung von @(s) gemil

O™ o(1L)=0(s|L) = o( |sL) (5a)

durch den Vergleich der Funktion ¢(s| ) des Arguments L mit der Funktion ¢( | )
des Arguments sL. Es ist niitzlich, hier und im foigenden statt des Gleichheits-
zeichens die Aquivalenzrelation = zu verwenden, um zwischen Ausdriicken
unterscheiden zu konnen, die zwar im Sinne einer gewohnlichen Gleichheits-
bezichung formal iibereinstimmen, aber verschieden interpretiert sind und sich
daher im allgemeinen verschieden transformieren. Gl. (5a) bleibt allgemein nicht
giiltig, wenn wir auf beide Funktionen denselben Operator ¢(¢~!') anwenden.
Es ergibt sich ndmlich

einerseits O N0 Y)o(|Ly=0((s2)"") o(|L)=o@(s¢|L)= @( |s¢L),
andererseits O(£~ ') o(|sL)=@(¢|4sL) = (|4aL).
Die Operatoren o und @(s) sind Elemente isomorpher Gruppen &, und &,(0).

GemiB (5a) entspricht der Ubergang vom Operator fiir eine Funktion zum
Operator fiir das Argument der Funktion einer invers isomorphen Zuordnung

50, ste0((00)" =010, (6)

Man erhilt fiir die Elemente aus den beiden Gruppenalgebren eine entsprechende
Zuordnung

a= Y a@sod =Y a0 )= Y alt~")0(), W)

€, se@, 68,

wenn man gemif (9) Elemente aus der Gruppenalgebra der €,(0) als lineare
Operatoren auf Funktionen erkidrt. Transformierte Funktionen werden einer
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Verallgemeinerung von (5) entsprechend bezeichnet:

A o(|L)=¢(z|L); ®)
(AL +B)o(|L)y=Ao(|L)+Bo(|L)=0¢(z|L)+o¢|L)=¢(a+4]L), )
ABO(|L)=sf p(4|L)=p(a|L)

und k(| L) = @(k«|L) fiir komplexe Zahlen k.

Aus (5a) erhalten wir damit die Gleichung

Ao(|L)=p(a|L)= Z@ a(s) ¢(s| L) = Z@ as) o( |sL). (10)

Die Schreibweisen auf beiden Seiten des Zeichens = in (10) beinhalten unter-
schiedliche Auffassungen am gleichen mathematischen Ausdruck. Rechts steht
eine dem Ensemble «L = a(s)sL entsprechende Linearkombination gleicher
Funktionen verschiedener Argumente (geordneter Molekiile) oL ; sie représentiert
die lineare Uberlagerung einer bestimmten Beobachtung an den Komponenten
eines Gemischs. Links steht eine dem Gemisch entsprechende Linearkombination
verschiedener Funktionen ¢(s| ) desselben Arguments L, die mit ¢(«| ) bezeichnet
ist. G1. (10) gibt uns die Moglichkeit einer formalen Ubertragung des am Isomeren-
gemisch formulierten Begriffs qualitativ vollstdndig auf darstellungstheoretische
Eigenschaften einer Chiralitdtsfunktion.

In unserem Formalismus kennzeichnen eine Chiralitdtsfunktion folgende
Eigenschaften:

O™ ") o(|L)=¢|L) = o(|L) firalleseN,
O YHo(|L)=@(/|L)=—¢(|L) fir alle s/ aus der Nebenklasse von % in S ;

mit dem 4, zugeordneten Projektionsoperator
1 ’
?,= ——{ Y 0@)— Y, (9(44)}
|6| seN seM

ist eine Funktion ¢( |L) genau dann Chiralitatsfunktion, wenn gilt

Z,o(|1L)=0(s,|L)=0(|L).

Damit folgt fiir den Ausdruck auf der rechten Seite des Zeichens = in (10)

2, 2 a@)e(leL)= }, al) o(lsL),

d h €S, €@y

Y als) o( |sL) ist die Chiralitdtsfunktion fiir das Ensemble «L mit dem

€@,

Ensembleoperator o= ). a(s)a.

€@,

Andererseits findet man mit den Operatoren o und #(0(c) — 2,) fiir die Aus-
driicke links vom Zeichen = in (10)
Lo(|L)=AP,0(|L)=¢(fya|L)=@(a|L)=¢(z|L)

und
H(O()—=2) o(|1L)=0((e — pp) 2| L) = p(a|L)— ¢(a|L)=0.
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Daraus folgt fiir die Chiralitdtsfunktion zum Ensemble oL bzw. (¢ — 4,)aL
wegen (10):
Fiir eine beliebige Chiralitidtsfunktion zu einem Ensemble =L ist nur die
chirale Komponente /4, «L = 4, L bestimmend. Zur achiralen Komponente
(e— f,)aL gibt es keine von Null verschiedene Chiralitdtsfunktion.

Die Umkehrung der letzten Aussage ist evident:

Wenn jede Chiralitdtsfunktion fiir einen Ensembleoperator « identisch ver-
schwindet, ist « ein achiraler Ensembleoperator; dann gilt also (¢ — £,)e = .

Damit ist die Berechtigung der Begriffe chirale und achirale Komponente eines
Ensembleoperators aufs neue bestéitigt.

Entsprechend unserem Programm, die qualitative Vollstindigkeit auf der
Basis von mathematisch-formalen Figenschaften einer Chiralitdtsfunktion ¢( | L)
zu definieren, stellen wir die Frage nach den strukturellen Besonderheiten einer
Chiralitatsfunktion, die notwendig und hinreichend dafiir sind, daB} fiir keinen
chiralen Ensembleoperator « =3 a(s)s die Chiralititsfunktion des Ensembles
Y a(s) @( | sL)identisch verschwindet. Wegen (10) stellt sich die Frage in der Form:

Fiir welche ¢( |L)= J((p( |L) gilt zu jedem & mit 4,2 #0 die Ungleichung
@(a|L)=%0?

Zur Beantwortung verwenden wir die Projektions- und Wechseloperatoren
#5 bzw. 23 fiir die irreduziblen Darstellungen I, der symmetrischen Permuta-
tionsgruppe S, bzw. &,(0) und beziehen uns dabei auf reelle orthogonale Dar-
stellungsmatrizen, was fiir die irreduziblen Darstellungen einer symmetrischen
Gruppe immer mdglich ist. Mit der Bezeichnung D{}(s) fiir Matrixelemente
reeller orthogonaler Matrizen der Darstellung I, von der Dimension #n, lautet die
Definition:

40 =—"73 DP(s)s bzw. 9,-(;)— = Y Do) O(s).

! €S, ! €S,

Dabei gelten die Multiplikationsregeln
Pid 150 =0 Si i bzW. PRPL =6,,0,P%). (11)

Da 47 bzw. # Elemente aus der Gruppenalgebra der €, bzw. €,(0) sind, konnen
sie als spezielle Ensembleoperatoren gelten, und wegen

Y DP(s) O(5)=Y, DY (s) O(s™?)

e, €&,

folgt
2P0 o(1L)=o(£7|L).
Entsprechend der Zuordnung (7) gilt also
/Z(r)(_, g(r)
und damit

=X Za"’ﬁ(')“*&f ) Za"’g’};), (12)
r i,j=1

r i,j=1
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wobei auBer den Koeffizienten aﬁj) nur reelle GroBen auftreten. (12) zeigt die Zer-
legung eines beliebigen Ensembleoperators « bzw. &/ in Komponenten beziiglich
der irreduziblen Darstellungen der Gruppe S, bzw. &,(0). Wir benétigen die
spezielle Form einer solchen Zerlegung fiir die chirale Komponente x4, « bzw.
AP,

Zu diesem Zweck zerlegen wir zunéchst die Operatoren £, und 2, und wihlen
dazu ein spezielles Koordinatensystem so, daB3 jede irreduzible Darstellung I', von
&, in reeller, orthogonaler Form vorliegt und bei Subduktion auf & in reell-irredu-
zible Darstellungen von & zerfallt. Dies ist fiir die Gruppe S, immer moglich. Die
Basisvektoren zur Chiralitdtsdarstellung I', von € (= pseudoskalare Darstellung
von ®, d. h. y(s)= +1 fiir 5€ N und y(s') = —1 fiir 4/ aus der Nebenklasse von N
in ©) seien durch die Indizes 1, ..., z, bezeichnet; die Zahl z, gibt also an, wie oft
I, in I, enthalten ist. Mit den Projektionsoperatoren £"= Y 4 bzw.

i=1

PN = Zr 2 folgt daher fiir 4, bzw. 2, die Zerlegung

=/ Z%"’_ Z Z ) bzw. Z=2, Y PV=3 Z )
wegen der Multiplikationsregeln (11) gilt

A= {/J" fir i<z,
x fir i>z,
bzw. Entsprechendes fiir die 27 .

. A fir j<z,
o !

fir j>z,

Demnach reduziert sich die Zahl der Komponenten fiir den chiralen Teil 4, «
eines Ensembleoperators < bzw. fiir den zugeordneten Operator o/ 2, gemil

Zr

=YY Y odp, =Y Z Z an Py (12a)

r i=1 j=1 roi=

und wegen ¢(z|L)= @(st, 2| L) erhalten wir die Gl. (10) in der Form

Ao(|L)=p(pyall)= ) Z Za(')(p(ﬁ")w)
r i=1 j=1 (103.)
=Y a0 V(L= Y a(d) o(|sL).

€S, 2@,

Die Chiralitdtsfunktion fiir ein Isomerengemisch, dargestellt durch die Summe
auf der rechten Seite von Gl. (10a), wird also genau dann fiir keinen chiralen
Ensembleoperator identisch Null, wenn die Funktionen ¢(4{}|L) fiir alle r mit
der Bedingung z, # 0 und fiir alle i, j mit der Bedingung 1 <i<z,, 1 £j<n, linear
unabhiingig sind. Wegen (47| L) = 2 ¢( |L)sind sie dann Basisfunktionen eines
Darstellungsraums fiir die Gruppe 6 L(0), wobet die Funktionen zum Index-

17 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 19
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bereich 1 <j<n, mit festem i und r jeweils Basisfunktionen eines irreduziblen
Darstellungsraums zu [, sind. Der ganze Darstellungsraum enthélt also jede
Darstellung I, z, mal, d. h. ebensooft,wie I', in I, enthalten ist. Daraus folgt, da3
die Dimension des Darstellungsraums gleich dem Index der Untergruppe &
in &, ist. GemiB (10a) entstehen Funktionen aus diesem Darstellungsraum durch
Anwendung von Gruppenelementen aus &,(¢) auf ¢( | L), also durch Induktion
nach &,(0). Die lineare Unabhingigkeit aller durch Nebenklassenoperationen
von S(0) entstehenden Funktionen ist die Folge einer speziellen Eigenschaft der
induzierenden Funktion. Wir sagen entsprechend der Nomenklatur in [6],
@( | L) gibt zur reguliren Induktion von S(0) nach &,(0) Veranlassung. Unsere
Frage ist damit folgendermafBen beantwortet: Es gibt genau dann keinen chiralen
Ensembleoperator o7, der eine Chiralititsfunktion ¢( | L) annulliert, wenn ¢( | L)
von &(0) nach &,(0) regulér induzierende Funktion ist. In Formeln:

2 o( |L)#0 fiir alle /2, # 0 bzw. 4, 2 #0 dann und nur dann, wenn ¢( |L)
=2,¢(|L) zur reguldren Induktion von &(¢) nach &,(¢) Veranlassung gibt.

Eine Identitdt o/ ¢( |L)=0 fiir eine reelle Funktion ¢( |L) und einen kom-
plexen Ensembleoperator <7 existiert genau dann, wenn dies auch fiir den Real-
und Imaginérteil zutrifft. Zu jedem Ensembleoperator mit reellen Koeffizienten
verschiedenen Vorzeichens kann aber wegen ,,0= — 4,4 o fiir ein beliebiges o'
aus der Nebenklasse von 9t in & ein Ensembleoperator gefunden werden, der nur
positive Koeffizienten und dieselbe chirale Komponente hat. Die obige Aussage
bleibt also richtig, wenn sie nur auf Ensembleoperatoren mit reellen positiven
Koeffizienten bezogen wird. Damit haben wir aber den AnschluB an den am
Isomerengemisch formulierten Begriff der qualitativen Vollstdndigkeit. Folgende
Definition ist der urspriinglichen dquivalent:

Eine Chiralitdtsfunktion @( | L) heift qualitativ vollstindig, wenn sie zur requldren

Induktion von S(0) nach S,(0) Veranlassung gibt

oder anders formuliert:

Eine Chiralititsfunktion ¢( |L) heiBt qualitativ vollstindig, wenn der
von allen Funktionen ¢(s|L) mit s e &, aufgespannte Funktionenraum
Darstellungsraum zur Darstellung I'= )" z,T, ist. Die Funktionen @(4{?|L)

zuz,#0miti=1,...,z,j=1,...,n, sind eine Basis fiir I".

Da r und der Index j das Transformationsverhalten der Funktionen gegeniiber
den Operatoren O(s) der Gruppe €,(0) bezeichnen, kann die eben gegebene
Formulierung auch folgendermaBen gefal3t werden:

¢(|L) ist genau dann qualitativ vollstindig, wenn fiir jedes r zu z, #0 die
Funktionen ¢(4{}|L) mit i=1,...,z, und gleichem, beliebig gewihltem
Index j, also z. B. (4| L) mit i = 1, ..., z, linear unabhingig sind.

Fiir jene Darstellungen I, die die Chiralitdtsdarstellung I, nur einmal ent-
halten, vereinfacht sich die Bedingung zu

(AL L) £0.

Wihrend die urspriingliche Definition aus Kapitel 2 eine Ubersicht iiber alle
moglichen chiralen Isomerengemische und die Feststellung erfordert, daB die
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dazugehdrigen Chiralitdtsfunktionen nicht identisch verschwinden, eignen sich
die zuletzt gegebenen Formulierungen zu einem einfachen Test fiir die qualitative
Vollstandigkeit einer Chiralitédtsfunktion.

5. Konsequenzen aus der qualitativen Vollstiindigkeit

Die Forderung nach qualitativer Vollstindigkeit wurde bis jetzt mit dem
Anspruch auf Beschreibbarkeit einer Chiralitdtsbeobachtung an allen chiralen
Isomerengemischen begriindet. AnlaBl und urspriingliches Ziel unserer Analyse
aber waren Schwichen und deren Eliminierung bei Chiralitdtsfunktionen fiir
Ensembles einheitlicher Molekiile. Wir untersuchen daher im vorliegenden
Kapitel diesbeziigliche Merkmale qualitativ vollstandiger Chiralitdtsfunktionen,
insoweit das mit den bisher bereitgestellten mathematischen Mitteln moglich ist.
1. Jede Chiralitdtsfunktion ¢( | L) erlaubt wegen (13) die Zerlegung

z,.#0

o(|L)= Z p(#"|L)=}, Z P(#P1L), (14)
wobei (47| L) und alle p(4£%| L) mit 1 <i < z,, jeweils Komponenten zu einer
Darstellung I', mit z, #0, ebenfalls Chiralititsfunktionen sind.
Wegen of 20 o(|L) = PP (42| L) ist nach Gl. (10) (4% |L) jene Kom-
ponente von ¢( |L), die ausschlieBlich fiir die Chiralitdtsfunktionen zu
chiralen Ensembles der Form 4{ 2 L maBgebend ist. Wollen wir also aus
Messungen an Isomerengemischen zu 4« L mit vorgegebenem 4 und
beliebigem « und L eine experimentelle Information iiber die Chiralitits-
funktion @(|L) erhalten, so gelingt das nur fiir eben diese Komponente
@(4| L). Mitanderen Worten, es gibt ) z, unabhéingige Chiralititsphinomene

in einer Molekiilklasse, die wir durch v6llig unabhéngige Chiralitidtsfunktionen
beschreiben miissen, wenn wir mit vorurteilsfreien Ansitzen arbeiten wollen.
Dementsprechend muf3 eine Chiralitdtsfunktion ohne diese Vorurteile aus
Funktionen aufgebaut sein, die zu ) z, linear unabhéngigen Darstellungs-

rdumen der &,(0) gehoren. Das ist aber gerade die Bedingung fiir qualitative
Vollstandigkeit.

In diesem Sachverhalt sehen wir die entscheidende Eigenschaft einer qualitativ
vollstandigen Chiralititsfunktion. Er beinhaltet einen prinzipiellen Gesichtspunkt
bei der Aufstellung von Naherungsansétzen. Folgende Theoreme, die wir erst
formulieren und anschlieBend beweisen, gelten nur fiir qualitativ vollstindige
Ansitze.

2. Es gibt nur triviale (d. h. symmetriebedingte) Additionstheoreme.

3. Die Chiralititsfunktion verschwindet, von nicht symmetriebedingten Zu-
fillen abgesehen, nicht fiir chirale Molekiile mit teilweise gleichartigen
Liganden.

4. Fiir zwei chirale Molekiilklassen & und R mit gleicher Zahl von Geriist-
platzen und den Symmetrien ®, G bzw. D, D sei ® <G und DL D' Es sei
mdglich, die Geriistplatze einander so zuzuordnen, daB fiir die homomorphen
Permutationsgruppen gilt SC & und | N

17*
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Jede Chiralitdtsfunktion fiir die Klasse &' ist auch Chiralitdtsfunktion fiir die
Klasse &, und aus jeder Chiralitdtsfunktion fir die Klasse & entsteht durch
Anwendung des Projektionsoperators &, zur Chiralitdtsdarstellung von &
eine Chiralitdtsfunktion fiir die Klasse &’. Allerdings kann dabei der Fall
eintreten, dal3 die Chiralitdtsfunktion von & annulliert wird. Daraus hat man
gegebenenfalls zu schlieBen, daB sie an der Klasse & eine Chiralitdtsbeob-
achtung nur insoweit beschreibt, wie Abweichungen von der Symmetrie &’
vorliegen, obwohl die Klasse &’ chiral ist. Der naheliegende Vergleich zwischen
den Chiralititsfunktionen der beiden Klassen gemill dem angegebenen
Prinzip ist also wegen der erwdhnten Annullierung in Frage gestellt und, wie
Beispiele von Niherungsansidtzen zeigen, im allgemeinen nicht mdglich.
Unsere Behauptung lautet:

Eine qualitativ vollstindige Chiralitdtsfunktion fiir & bleibt bei der Uber-
tragung auf & qualitativ vollstdndig. Sie wird nur dann identisch Null, wenn
die Klasse ! achiral ist.

Die Beweise der Theoreme 2 —4 sind mit den Mitteln des vorigen Kapitels leicht
zu fithren.

ad 2. Nicht symmetriebedingte Additionstheoreme unterscheiden sich nur in der
Interpretation von der Aussage, daB3 die Chiralitdtsfunktion von gewissen
chiralen Ensembleoperatoren annulliert wird. Das letztere ist aber fiir
qualitativ vollstindige Chiralitdtsfunktionen ausgeschlossen.

ad 3. Wir betrachten ein chirales Molekiil mit v,, v,, ..., v,, jeweils gleichartigen
Liganden und bezeichnen ein geordnetes Molekiil dieser Art mit I*®. Die
Gruppe aller Permutationen gleichartiger Liganden in I kann auf die
gleichartig besetzten Geriistpldtze bezogen werden und ist damit eine
Untergruppe der €,, die wir mit Q bezeichnen wollen. Sie hat die Form
eines direkten Produkts,

Q=G xG, x--x&
wobei die Faktoren &, jeweils alle Permutationen beziiglich der in [
von Liganden einer Sorte besetzten Platze enthalten. Der Ensembleoperator

1

= e ol > 0

viltvloov,t 4

Vin ?

ist chiral, denn ¢ I'® ist ein Ensemble, das sich von L® nicht mehr unter-
scheidet, wenn wir die Ligandenziffern ignorieren. Fine qualitativ voll-
stdndige Chiralitdtsfunktion ist also fiir das Ensemble ¢ L nicht identisch
in den Ligandensorten Null, d. h. ¢(#|L)# 0. Daraus folgt aber, daB auch
o(¢| ™) nicht identisch in den Ligandensorten Null ist (wobei jetzt die
Arten teilweise iibereinstimmen), falls nicht zufillige Besonderheiten der
Funktion ¢( |L) vorliegen, die grundsitzlich nicht auszuschlieflen sind,
praktisch aber nicht auftreten.

ad 4. Der Beweis stiitzt sich auf Eigenschaften der reguldren Induktion.

Die Aufspaltung der reguldren Induktion mit einem Darstellungsraum zur
Gruppe &(0) von S(0) nach &,(0) in Teilschritte von &(¢) nach
&'(0) > S(0) und von &'(0) nach S,(0)> S'(0) ist eine Zerlegung in zwei
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reguldre Induktionsprozesse. Daher enthilt eine qualitativ vollstéindige
Chiralitdtsfunktion ¢( | L) zur Klasse & eine von Null verschiedene Kom-
ponente zur Chiralitdtsdarstellung der Klasse &', und wir erhalten diese
Komponente durch Anwendung des Projektionsoperators &, zur Chirali-
tiatsdarstellung von K. Da jeder zuldssige Teilraum eines von &'(¢) nach
S,(0) reguldr induzierenden Darstellungsraums ebenfalls regulér induziert,
ist auch 2, ¢( |L) reguldr induzierende Funktion von &'(0) nach &,(0),

d.h. Z,¢(|L) ist qualitativ vollstindige Chiralitdtsfunktion zur Klasse &'.

6. Partitionenverband und Chiralitéitszahlen

Nicht nur die im letzten Kapitel besprochenen Konsequenzen aus der qualita-
tiven Vollstindigkeit einer Chiralitidtsfunktion flir die Beschreibung einer
Chiralitdtsbeobachtung, sondern auch die mathematischen Mittel zur Analyse
des Begriffs, wie die irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Permutations-
gruppe &, haben physikalische Relevanz. Sie bzw. die zugeordneten Young-
Diagramme prisentieren neben der Ubersicht {iber die Komponenten von Chirali-
tatsfunktionen und Ensembleoperatoren, wie wir hier zeigen wollen, als Elemente
eines Partitionenverbands eine Systematik klassenspezifischer Kriterien fiir
Ligandensortimente. Wir werden spéter sehen, daBl damit weitere Gesichtspunkte
fiir Chiralitdtsfunktionen vorliegen, dic vor allem fiir die Aufstellung von ver-
kiirzten N#herungsansitzen niitzlich sind.

Die allgemein diskutierbare Eigenschaft von Ligandensortimenten mit
relevanten Konsequenzen fiir die Chiralitdt von Molekiillen und Isomeren-
gemischen einer Klasse ist dic mengenméBige Zusammensetzung aus gleichartigen
Liganden. Wir ordnen die Anzahlen der Liganden von jeweils derselben Sorte so,
dal} eine groBere Zahl nicht auf eine kleinere folgt. Damit ist eine Partition der
Zahl n, ein geordneter Satz von Zahlen

Vi

v . .
v+ | 2| mit den Bedingungen v, =v,>-->v

V!

jeder Zusammensetzung im Ligandensortiment eindeutig zugeordnet.

Man veranschaulicht eine solche Partition durch ein Partitionsdiagramm,
ein Schema von der Art der Beispiele y, ¢, y” fiir n=_8 in Fig. 6. Es besteht aus n
in Zeilen und Spalten angeordneten Késtchen.

; : 4
3 2
1 Il [] 2 ] 5 ]
Y= :)—— s Y= 0— ; '))”; 0_
; 0 0

Fig. 6
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Die Linge der Zeile i, die Anzahl v, ihrer Ké&stchen, bezeichne verabredungs-
gemil die Anzahl von Liganden einer Sorte i im Ligandensortiment.
Es ist evident, daB auch die Spaltenlidngen y,, y,, ..., 4, den Bedingungen

U= py ==, =0 und Z u;=n geniigen und dem Partitionsdiagramm um-
i=1

kehrbar eindeutig entsprechen. Fiir die Partitionsdiagramme aus Fig. 6 gilt also

mit einem sinngemiBen Symbol fiir Spaltenldngen

y+(@42110...0); ¥+(3320...0); y"+(33110...0).

Mit der obigen Interpretation bezeichnen die u; Anzahlen der Liganden von
Teilsortimenten, in denen mdoglichst viele, aber nur ungleichartige Liganden
zusammengefaf3t sind.

Die Menge I, aller Partitionsdiagramme y zur Zahl n reprisentiert also mit
ihren Zeilenlingen und Spaltenldngen in verschiedener Weise die Méglichkeiten
von Ligandensortimenten fiir Molekiilklassen mit n Geriiststellen.

Es ist bekannt, daBl die Partitionsdiagramme zur Zahl n umkehrbar eindeutig
den irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Permutationsgruppe &,
zugeordnet sind. Sie werden in dieser Bedeutung Young-Diagramme genannt.

Die Diskussion chiraler Molekiilklassen profitiert von einer zunichst ge-
trennten Verwendung der Diagramme nach den beiden Gesichtspunkten

a) als Reprisentanten der irreduziblen Darstellungen I', der &,

b) als Partitionsdiagramme 7 mit der obigen Bedeutung von Zeilen und
Spalten fiir Ligandensortimente.

Zu jedem chiralen Ensembleoperator « gibt es geordnete Molekiile, so dal
fiir jede Chiralitdtsfunktion ¢( |L) die Funktion ¢(z|L)z Y a(s)@(|sL) ver-
schwindet. Es handelt sich also um achirale Nullstellen zum Ensembleoperator a.
Sie repréisentieren razemische Isomerengemische mit einem Sortiment teilweise
gleichartiger Liganden. In diesem Zusammenhang stellt sich fiir jede Liganden-
partition und fiir jeden Ensembleoperator die Frage, ob bei geeigneter Verteilung
der Liganden auf die Geriistplidtze chirale Gemische oder bei belicbiger Verteilung
razemische Gemische entstehen. Thre Beantwortung fithrt daher zu einer vom
Ensembleoperator « abhingigen Einteilung aller Partitionen in zwei Klassen.
Wir unterscheiden dementsprechend:

Eine (Liganden-) Partition heifit fiir den Ensembleoperator « aktiv, wenn ein
entsprechendes Ligandensortiment so auf die Geriistplitze verteilt werden kann,
daf} das aL enisprechende Isomerengemisch chiral ist. Sie heifit fiir den
Ensembleoperator « inaktiv, wenn bei beliebiger Verteilung auf die Pléitze des
Molekiilgeriists ein razemisches Gemisch entsteht.

Wir hétten im Sinne einer vollstindigen Analyse noch bedingt und unbedingt aktive Partitionen
zu unterscheiden, um mit unbedingt aktiven Partitionen Spezialfille zu kennzeichnen, in denen auch
bei beliebiger Verteilung der Liganden chirale Isomerengemische entstehen. Wir werden davon aber
hier keinen Gebrauch machen.
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Die geplante Ubersicht wird méglich, wenn wir in der Menge aller Partitionen
der Zah! n eine Halbordnung einfiihren, die wegen der eineindeutigen Zuordnung
natiirlich auch fiir die Gesamtheit der irreduziblen Darstellungen I, von &,
maBgebend ist. Wir definieren:

Eine Partition y heiBe kleiner als eine Partition y' — in Zeichen y Cy’ —, wenn
das Diagramm zu y aus dem Diagramm zu y’ dadurch entsteht, dal Késtchen
von lingeren Zeilen auf kiirzere, also-von oben nach unten gebracht werden.
Dabei k6nnen neue Zeilen entstehen, aber die erste Zeile darf definitions-
gemiB nicht verschwinden. AuBerdem gelte per definitionem y Cy fiir jede
Partition.

(An Stelle des hier eingefiihrten Halbordnungsbegriffs verwendet man in der
Mathematik einen Ordnungsbegriff fiir Partitionen. Auf die Halbordnungs-
relation C bezogene, im Anhang A bewiesene Sitze findet man daher nicht in der
mathematischen Literatur. Man findet statt dessen auf den Ordnungsbegriff
bezogene Theoreme, die in den hier bendtigten enthalten sind, aber fiir unsere
Zwecke nicht ausreichen. Fiir die Partitionen aus Fig. 6 gilt z. B. yCy”, v Cy”;
y und ¢’ sind unvergleichbare Partitionen.)

Die Halbordnungsdefinition in der angegebenen Form hat den Vorteil einer
anschaulichen Aussage iiber den ProzeB, der zu ,kleineren” bzw. ,groBeren”
Partitionen fiihrt; sie ist aber aus mathematisch-formalen Griinden einer
dquivalenten Definition unterlegen, die sich auf die Partialsummen von Zeilen
und Spalten stiitzt.

Wir reprisentieren die Partitionsdiagramme statt durch Zeilen- oder Spalten-
ldngen v; oder p; durch die Partialsummen iiber die Zeilen- oder Spaltenlidngen o,
oder u; gemiB

04 01774 Uy =Hy
(,)2 mit 02%V1+v2 bzw. (4 u,...u,) mit szlh'f‘llz
OIn On:“'_V1+V2+"'+Vn “n¥ﬂ1+ﬂz+“‘+ﬂn
Dabei gilt
0,20, 2-S0,=n bzw. u,Su,X---=Zu,=n,

und die Zahlensitze (o0;) bzw. (u,) sind ebenfalls umkehrbar eindeutige Reprisen-
tanten der Partitionsdiagramme. Sie ermoglichen, wie leicht nachzupriifen ist,
folgende Fassung der obigen Halbordnungsdefinifion:

yCy genau dann, wenn gilt o, <o) bzw. y,2u} firallei=1,...,n.

Die Menge I, mit der eben erklédrten Halbordnungsrelation ist, wie im Anhang A 1
gezeigt wird, ein (selbstdualer) Verband. Seine Operationen, Vereinigung und
Durchschnitt, lassen sich mit den Partialsummen o; und u; besonders einfach
charakterisieren:

" =yY = (0V) = (Y V = Mi U
yuy =" (o)) + W) wobei in (u;, u)

) firallei=1,...,n.
yovy =y +(0P)+ W) 0?=Min(oi,0§)} l "
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Wir wollen Partitionen 7 und zugehdrige Darstellungen I, die die Chiralitéts-
darstellung I', enthalten, fiir die also gilt z, # 0, gelegentlich durch den Index 7
besonders hervorheben. Fiir verschiedene Klassen mit der gleichen Geriist-
stellenzahl n haben wir demnach im Partitionenverband zu n jeweils verschiedene
Teilmengen von Partitionsdiagrammen auszuzeichnen. Thre Bestimmung erfolgt
mit Hilfe der Charakterenrelationen.

Den Partitionsdiagrammen y® sind auBer den Darstellungen T, folgende fiir
uns wesentliche Groflen eindeutig zugeordnet:

y

1. Projektionsoperatoren 4" = > 4% zu den I, und damit die Komponenten
i=1

@ = 4Da ecines beliebigen Ensembleoperators « in der Zerlegung

= Z a/z(').

¥

2. Diagramme mit von 1 bis n numerierten Késtchen und » auf die Késtchen
verteilten Variablen I, sog. Tableaux, die wir mit y( | L) bezeichnen, wenn
Kistchennummern und Variablenindizes iibereinstimmen und beim Ab-
lesen nach Art eines Buchtextes in der natiirlichen Reihenfolge erscheinen.
Wir identifizieren die Buchtextnumerierung der Késtchen mit der Numerie-
rung des Molekiilgeriists und bezichen Permutationen in Tableaux auf diese
Numerierung. Eine Permutation s der Variablen /; fithre zum Tableau y*( | s L),
die Anwendung der inversen Operation auf die Késtchennummern 0(s™ ")
fiilhre zum Tableau O(s~)y"( |L)=y"(s|L). In beiden Tableaux ist die
Verteilung der Variablen beziiglich der Kistchennummern dieselbe. Wir
konnen deshalb solche Tableaux als dquivalent betrachten,

YO (5| L) =yW(|sL),

und haben damit n! indquivalente Tableaux fiir jedes Diagramm 7.

3. Untergruppen Q¥ <&, bzw. QV(0) < S,(0), die alle Permutationen von
Variablen bzw. Kistchennummern innerhalb der Zeilen des Tableau y®( |L)
enthalten, und Projektionsoperatoren ¢ bzw. 2*) zur identischen Darstellung
dieser Gruppen.

4. Geordnete Molekiile mit teilweise gleichartigen Liganden, deren Variable so
in das Diagramm y® eingefiillt werden kénnen, daB alle gleichartigen Variablen,
und nur diese, in jeweils einer Zeile stehen. Wir bezeichnen sie mit I, wenn
das Tableau y®( |4, * L) die genannte Einfiillung reprédsentiert. Dabei ist also
QW =47 1QW,_ die Gruppe aller Permutationen gleichartiger Liganden und
g0 =45714"4_der Projektionsoperator zur identischen Darstellung von QU.

Die Anwendung des Operators ¢ auf I fiihrt zu einem Ensemble ¢ L7,
das von I nicht mehr unterscheidbar ist, wenn man die Indizes fiir Variable
gleichartiger Liganden ignoriert. Der Ensembleoperator 4@ fithrt wegen 44
= ¢ fiir jedes s € QU ein beliebiges L in ein Ensemble 4" L iiber, das die speziellen
Transformationseigenschaften geordneter Molekiile L¥ mit nicht unterschiedlich
pumerierten Liganden gleicher Art hat. Dementsprechend reprisentieren die LY
genau dann achirale Molekiile, wenn die chirale Komponente des Ensemble-

operators ) verschwindet, d. h. wenn gilt 4,4 =0.
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Eine Partition y* ist also fiir einen Ensembleoperator « mit 4, « #0 aktiv,
wenn es eine Verteilung gibt, so daB gilt £, « ¢ #0; sie ist fiir « inaktiv, wenn fiir
jede Verteilung zur Partition y* gilt 4,2 ¢ =0.

Die Verbandsstruktur in der Menge der Partitionsdiagramme gibt uns die
Moglichkeit, ohne Miihe die fiir chirale Ensembleoperatoren aktiven Partitionen
zu finden, und zwar auf der Basis des folgenden, im Anhang A 2 bewiesenen Satzes:

Fiir jedes Element « der Gruppenalgebra mit der Bedingung 4, « #® #0 gilt

=0 fiir alle y™ ¢y® und beliebiges o,

®_ _®
SZands { #0 fiir alle y* Cy® bei geeignet gewiihltem 4. .

Daraus entnimmt man unmittelbar das entscheidende Theorem:

Fiir die chirale Komponente 4,2 47 sind alle Partitionen y aktiv, fir die gilt
vy 9P alle iibrigen sind inaktiv.

Unseren Fragestellungen angepaBt formuliert sich das Theorem in folgenden
Satzen:

1. Zu einem Ensembleoperator o sind genau diejenigen Partitionen y") aktiv, die
der Bedingung 77 Cy® fiir irgendein y® zu einer nichtverschwindenden Kom-
ponente o, a7 in der Zerlegung fi,a= Zﬁ a P geniigen; alle iibrigen
Partitionen sind inaktiv.

2. Zu allen chiralen Ensembleoperatoren sind genau diejenigen Partitionen y®
aktiv, die der Bedingung v C () y® geniigen.

Satz 1 wird fiir = ¢ zu einer Aussage iiber Molekiile. Da 4, ¢ = 4, zu allen y*
mit z, # 0 Komponenten hat, gilt:

3. Fiir das Molekiil sind genau diejenigen Partitionen y aktiv, die der Bedingung
Y@ 9P fiir irgendein yP geniigen.

Im Kapitel iiber Beispiele werden wir fiir spezielle Molekiilklassen die ent-
sprechenden Informationen aus den dazu gehorigen Verbandsschemata ablesen.

Zur Gesamtheit 9 aller Partitionsdiagramme y™ gibt es vier charakteristische
Zahlen, die prinzipiell und praktisch bedeutsame Eigenschaften einer chiralen
Molekiilklasse bezeichnen, und zwar

die Lingen der ldngsten und der kiirzesten ersten Zeile und Spalte aller 7.

Wir nennen sie die Chiralitétszahlen der Molekiilklasse und bezeichnen sie mit

Omax> Omin> Urnax> Umin -

Den physikalischen Inhalt der Chiralititszahlen liefern die Sdtze 2 und 3,
wenn wir daran denken, daB o, und u,,, bzw. o, und u,_,, auch die Langen der
ersten Zeile und Spalte im Diagramm der Vereinigung bzw. des Durchschnitts
aller Partitionen y® wiedergeben:

a) Die Maximalzahl von Liganden einer Sorte in chiralen Molekiilen ist o,,,,.

b} Die Minimalzahl verschiedener Sorten von Liganden in chiralen Molekiilen
ISt Uy
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c) Die Maximalzahl von Liganden einer Sorte, mit der fiir jeden chiralen
Ensembleoperator chirale 1somerengemische existieren, ist o,
d) Die Minimalzahl verschiedener Sorten von Liganden, mit der fiir jeden
chiralen Ensembleoperator chirale Isomerengemische existieren, ist u

max*

Die beiden Zahlen o,,,, und u,,;, beziehen sich auf die Molekiile einer Klasse und
sind insofern von besonderem Interesse. Wir nennen sie

Chiralitdtsordnung und Chiralitétsindex

der Molekiilklasse und verwenden in Zukunft die vereinfachten Bezeichnungen o
und u statt o,,, und u,;,.

Die Zahlenwerte der Chiralititsordnung und des Chiralititsindex von
Molekiilklassen sind einer Einschrankung unterworfen, die wir aus einer geome-
trischen Betrachtung folgern konnen. Sie geniigen fiir alle chiralen Klassen den
Bedingungen

n—3<0<n und 1=Zug4.

Beweis

Die Aussage ist fiir alle Klassen mit weniger als vier Gerlistplidtzen trivial. Fiir
Klassen mit vier oder mehr Gertistplidtzen gilt folgendes: In einer chiralen Klasse
mit n =4 gibt es mindestens ein Tripel von Geriistpldtzen, das nicht in einer
Spiegelebene des Gerlists liegt. Denn ldgen alle Geriistplitze in einer gemein-
samen Spiegelebene, dann hitten wir ein Geriist, das durch Besetzung mit aus-
schlieBlich verschiedenartigen Liganden zu einem Molekiil mit einer Spiegelebene,
d. h. zu einem achiralen Molekiil fithrt; die Klasse wire also entgegen der Voraus-
setzung achiral. Wir nehmen an, die Geriistplitze ligen zwar nicht in einer gemein-
samen Spiegelebene des Geriists, aber jedes Tripel von Geriistpldtzen lige in einer
Spiegelebene. Daraus folgt, daB jedes Paar von Geriistplitzen auf einer Schnitt-
geraden von zwei nicht zusammenfallenden Spiegelebenen und damit auf einer
Drehachse der Gesamtsymmetrie liegt. n = 4 Punkte, die alle paarweise auf Dreh-
achsen der Symmetrie einer Figur endlicher Ausdehnung liegen, miissen aber auf
einer gemeinsamen Drehachse liegen. Da diese Drehachse auBBerdem mindestens
eine Spiegelebene enthilt, folgt, daBB auch diese Molekiilklasse achiral wire.
In einer chiralen Klasse mit n = 4 Geriiststellen finden wir also mit Sicherheit ein
Tripel von Gerlstpldtzen, das nicht in einer Spiegelebene liegt. Nun besetzen wir
die Plitze dieses Tripels mit ungleichartigen Liganden und die {ibrigen Gertist-
plitze mit davon verschiedenen, aber untereinander gleichartigen Liganden. Da-
mit erhalten wir ein chirales Molekiil, denn die einzige Spiegelungsoperation, die
Symmetrieoperation des Molekiils sein kénnte, miiBte die ungleichartig besetzten
Geriistplitze zu Fixpunkten haben, das Tripel miiBte also in einer Spiegelebene
des Gerlists liegen. Daraus folgen die oben angegebenen Ungleichungen.

Am Beispiel der Methanderivate (n=4) iiberzeugt man sich davon, dafl die
obere Grenze 4 von u und die untere Grenze n—3 von o tatsidchlich erreicht
werden. Die Werte 0 =n, u =1 bezeichnen einen Grenzfall, der in unsere Betrach-
tungen bisher nicht aufgenommen war, aber eine sinnvolle Extrapolation
beinhaltet.
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Der Fall 0 =n bzw. u=1 — es sind die entsprechenden Zahlen des Diagramms
mit nur einer Zeile, und die Werte sind daher wechselseitig bedingt — besagt
nach a), daB Molekiile mit ausschlieBlich gleichartigen Liganden und nach b),
daB Molekiile mit Liganden einer einzigen Sorte bereits chiral sind. Dies ist aber
nur méglich, wenn das Geriist selbst chiral ist. Demnach gilt:

Die Chiralitéitsordnung o = n bzw. der Chiralitdtsindex u =1 bezeichnet Klassen
mit chiralem Geriist.

Auch eine Extrapolation des Begriffs Chiralitdtsordnung fiir den Fall 0 =0
ist moéglich. Denn Satz a) ist fiir die Chiralititsordnung Null folgendermaBien
auszulegen: '

Molekiile mit ¢+ 1=1 gleichartigen, d.h. mit ausschlieBlich verschieden-
artigen Liganden sind jedenfalls achiral. Damit sind alle Molekiile der Klasse
achiral, und es ist konsequent, per definitionem festzulegen:

Die Chiralitdtsordnung o =0 bezeichnet achirale Klassen.

7. Verkiirzte Chiralititsfunktionen

In einer qualitativ vollstdndigen Chiralitdatsfunktion
o(1L)= Y p(47|L)

lduft der Index 7 iiber alle r mit der Bedingung z, # 0. Die Komponenten ¢ (4" | L)
verschwinden nach den Ausfithrungen des letzten Kapitels jeweils fiir alle Molekiile
mit Ligandenpartitionen y ¢ y®, Ligandenpartitionen, die fiir den Ensemble-
operator £ inaktiv sind. Mit einer Beschrinkung der qualitativen Vollstdndig-
keit der Funktion auf eine geeignete, durch Ligandenpartitionen spezifizierte
Teilklasse von Molekiilen, Molekiilen mit zugelassenen Partitionen, wird die
urspriingliche Funktion also im allgemeinen einfacher. Sie bleibt Chiralitéts-
funktion fiir die ganze Klasse, ist dafiir aber nicht mehr qualitativ vollstdndig.
Dieser ProzeB der Verkiirzung kann sich einmal anbieten, weil nur eine derartige
Teilklasse interessiert, zum anderen aber auch, weil die damit erkaufte Naherung
fir die ganze Molekiilklasse vom Standpunkt der erforderlichen Giite einer
Approximation akzeptabel ist. Von dieser Moglichkeit machen wir vor allem
dann Gebrauch, wenn eine Molekiilklasse zur Diskussion steht, fiir die die Anzahl
der I', mit z, # 0 groB ist, oder wenn die Zahlen z, groB sind. Das Ausleseprinzip
fiir die Teilklasse soll dabei moglichst weitgehende Vereinfachungen zur Folge
haben und trotzdem physikalisch sinnvoll sein.

Eine qualitativ vollstindige Chiralitdtsfunktion reduziert sich fiir die Teil-
klasse der Molekiile mit Partitionen y*) einer Teilmenge M C M, auf die verkiirzte
Chiralitatsfunktion

es(1D)= ) o(£7|L),

re3

wobei I die Indexmenge aller Partitionen y® > y® e M bezeichnet. Gleichungen
der Form

Ps(#DV|L)=0 fiir 7¢3
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reprisentieren nichttriviale Additionstheoreme, deren experimentelle Priifung
z. B. dic Verwendbarkeit einer verkiirzten Funktion fiir die Molekiile der ganzen
Klasse im Rahmen einer akzeptablen Approximation erkennen laft.

Im besonderen scheinen uns zwei Auswahlprinzipien erwdhnenswert:

®) Wir beschrinken uns auf Ligandensortimente mit nicht weniger als v
gleichartigen Liganden.

B) Wir beschrinken uns auf Ligandensortimente mit nicht mehr als y ver-
schiedenen Ligandenarten.

Die Darstellung I's zum Raum der qualitativ vollstdndigen Chiralitdtsfunktionen
fiir die beiden Teilklassen o) und f) enthélt also nur irreduzible Darstellungen zu
Young-Diagrammen, deren erste Zeile nicht kiirzer als v bzw. deren erste Spalte
nicht langer als p ist:

w) I's= Y z;I; wobei I die Indexmenge aller Partitionen y® mit o > v ist;

B) T's= Y z;I; wobei J die Indexmenge aller Partitionen y® mit u{ < ist.
Eine Beschrinkung auf Teilklassen gemiB o) bzw. ) kann nur dann zu einer
Vereinfachung der Chiralitdtsfunktionen fithren, wenn die Wahl von v bzw. u so
getroffen wird, daf3 gilt

Omin<V=o0 bzw. uspu<ug,,.

Eine Restriktion der Anzahl der Arten im Ligandensortiment nach f) bzw. die
Annahme einer Minimalzahl von gleichartigen Liganden nach «) ist den Ver-
héltnissen in der Chemie angepal3t und fiihrt in komplizierteren Féllen je nach
Wahl von u bzw. v zu entscheidenden Vereinfachungen in qualitativ vollstindigen
Ansitzen. Wie wir in den Kapiteln {iber Niherungsansitze sehen werden, ent-
sprechen speziell unter der Bedingung «) qualitativ vollstindige Chiralitits-
funktionen einem physikalisch sinnvollen Approximationsprinzip zur Beschrei-
bung von Chiralitdtsfunktionen fiir die ganze Molekiilklasse. Ansitze fiir Chirali-
tatsfunktionen, die nur bei Restriktion auf zugelassene Ligandenpartitionen,
also fiir eine Teilklasse von Molekiilen qualitativ vollstindig sind, werden wir, auf
die ganze Molekiilklasse bezogen, als verkiirzte Ansdtze bezeichnen.

8. Qualitativ vollstiindige Niiherungsansitze

Die Ergebnisse aus dem vorangegangenen allgemeinen Teil dieser Abhandlung
geben uns die Moglichkeit, qualitativ vollstdndige Néaherungsansédtze nach ver-
schiedenen Prinzipien aufzustellen, ihre verkiirzte Form zu diskutieren und deren
Approximationscharakter einzuschitzen. Wir besprechen im folgenden Ansétze,
die durch eine spezielle Struktur der Funktionen ausgezeichnet sind. Diese Struktur
charakterisiert den Approximationsstandpunkt; sie folgt nicht aus dem Trans-
formationsverhalten, prasentiert aber im Zusammenhang damit den allgemeinen
Formalismus in einer Form mit geniigend vielen Freiheitsgraden, um fiir die
Approximation physikalisch realer Chiralititsbeobachtungen niitzlich zu sein.
Es ist auf dieser Basis méglich, eine spezielle Chiralitdtsbeobachtung qualitativ
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und in gewissen Grenzen quantitativ zu beschreiben. Dabei bieten sich im wesent-
lichen zwei Anwendungsmoglichkeiten.

1. Unbestimmte Bestandteile, z. B. Parameter der Funktion werden empirisch
bestimmt, und die mit geeigneter experimenteller Information ausge-
statteten Chiralitdtsfunktionen werden zu Voraussagen im Rahmen des
eingenommenen N&herungsstandpunkts benutzt.

2. Wir verwenden die Chiralitdtsfunktionen eines qualitativ vollstdndigen
Niherungsansatzes zur Information iiber die Struktur einer z. B. nach den
Methoden der quantenmechanischen Stérungsrechnung abzuleitenden
Chiralitdtsfunktion fiir ein spezielles Phidnomen, oder eine solche Rechnung
wird angestellt, um die Parameter der Chiralitdtsfunktion mit einem
physikalischen Inhalt zu erfiillen.

Spezielle Ndherungsansitze, wie z. B. die in den beiden folgenden Kapiteln
abgehandelten, unterliegen einem allgemeinen Prinzip zur Aufstellung qualitativ
vollstindiger Ndherungsansitze, das wir hier entwickeln. Wir haben dabei neben
der qualitativen Vollstdndigkeit die Allgemeinheit eines Ansatzes im Rahmen des
vorgegebenen Niherungsstandpunkts zu diskutieren, und dazu ist ein gewisser
mathematischer Aufwand erforderlich. Im Spezialfall, d. h. fiir eine vorgegebene
Molekiilklasse, ist die Aufstellung der Ansétze, wie sich an den spiteren Beispielen
zeigt, meist recht einfach.

In einer qualitativ vollstandigen Chiralitdtsfunktion

z,#0

o(|L)= Z (4" L)

induziert jede Komponente ¢(#"|L) die jeweilige Darstellung I', genau z, mal.
Die Aufstellung unserer Niherungsansétze besteht in der Konstruktion der Kom-
ponenten ¢(4"”|L) aus Sitzen von jeweils s, Funktionen w®( [L), ¢=1,...,s,
mit der Eigenschaft 2 w{(|L)#0. Dabei wird der Charakter des jeweiligen
Ansatzes wesentlich bestimmt durch Strukturvorschriften fiir die vorgegebenen
Funktionen. Diese Strukturvorschriften seien unabhéingig von ¢ und derart, daff
auch alle w{’(s|L) mit einer beliebigen Permutation s€ &, Funktionen vom
festgelegten Strukturtyp sind. Die Komponenten 2 w{’(s|L) sind Funktionen
aus Darstellungsrdumen fiir I}, die aus w{’( |L) bei der Induktion nach &,(0)
entstehen. Mit der Struktur von co‘g')( | L) steht eine Zahl ¢, fest, die angibt, wie oft
die Darstellung I', dabei hochstens induziert werden kann. Es gilt jedenfalls
1<t,<n,. Mit einer Funktion von hinreichender Allgemeinheit im Rahmen der
Strukturvorschrift wird dabei die Darstellung I, genau ¢, mal induziert.

Wir setzen diese Allgemeinheit voraus und wihlen das Funktionensystem
oP(|L), ¢=1,...,s, so, daB die Induktion mit Funktionen zu verschiedenen ¢
auf Darstellungsrdume fiir 7, fithrt, die paarweise keine gemeinsamen Funktionen
enthalten. Der Summenraum fiir I', ist also direkt und enthélt s,t, irreduzible
Darstellungsrdume; seine Dimension ist #,s,t,. Damit eine Linearkombination
von Funktionen € w{(s|L) mit g=1,...,s, und s€ S, existiert, die sich als
Komponente ¢(4"|L) einer qualitativ vollstindigen Chiralititsfunktion eignet,
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die I, also z, mal induziert, mul} gelten:

5, t.=z

ryir=*=“r-*

Unser Niherungsstandpunkt besteht nun in folgender Annahme. Die den in-
dquivalenten Darstellungen I', entsprechenden Teile des Chiralititsphinomens
in der Molekiilklasse stellen Beitrdge zur Chiralitdtsbeobachtung, die ihrerseits
mit einer linearen Superposition von Einfliissen spezieller, und zwar physikalisch
moglichst einsichtiger Struktur erkldrbar sind. DemgemiB besteht unser Nahe-
rungsansatz darin, die Komponenten ¢(£"|L) einer qualitativ vollstindigen
Chiralititsfunktion durch die pseudoskalare Komponente einer Linearkombina-
tion von Funktionen eines bestimmten Strukturtyps zu approximieren. Mit
dieser Absicht ist der Nédherungsansatz — in einer zunichst abundanten Form —
festgelegt. Er lautet:

o(|IL)=2, . SZ Y b)) PV (s|L). (15)

r o=1 46,

Mit den Zerlegungen O(s)= Y. Z D ()22 und (13) fiir 2, erhalten wir die
r ij=1
dquivalente Form

e(1L)=Y Z "i Zbﬁ;Lﬁ’"’w?(lL),

¥ i=1 j=1 g=1

wobei fiir die Koeffizienten b}, und b(s) das Gleichungssystem

b= DR bY ()
€S,
gilt, das wegen des Burnside-Theorems (vgl. Anhang B 3) zu jedem Koeffizienten-
system b7, Losungen b{’(s) hat.
Von den z,n,s, Chiralititsfunktionen 2 w$(|L) sind zt,s, linear unab-
hingig, wenn wir die oben besprochene Allgememhelt der Funktlonen w")( |L)
voraussetzen. Zur Beseitigung der Abundanz in der zuletzt angegebenen Form

des Ansatzes wihlen wir fiir jedes r und g eine Basis

PU0P(|L) mit i=1,..,z,t=1,..,t und g=1,..,5,

l]t

/4@ bezeichnet also eine geeignete Auswahl von ¢, Indizes j, und diese Auswahl
ist im allgemeinen fiir verschiedene » und ¢ verschieden. Damit erscheint Ansatz
(15) in der Form

w(IL)—Z Z Z ch)gg’gtmwg’(lL)- (15a)
t=

Die qualitative Vollstdndigkeit des Ansatzes muB sich fiir die Form (15a) in einer

Forderung an die Koeffizienten c{;) ausdriicken. Im Anhang B 1 beweisen wir die

notwendige und hinreichende Bedingung

Rang(c{),) =z, fiir jedes r;

dabei bezeichnet i die Zeilen und (z, o) die Spalten der Matrix (c{f)).

ito/
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Wir kénnen die Abundanz auch in der urspriinglichen Form (15) beseitigen,
wenn wir fiir jedes rund ¢ z,t, Permutationen 4{® auswihlen, so daB die Funktionen

,@xﬂ(r)wg)(ﬂge)ILL 0= 1’ e Gy

linear unabhéngig und daher als Basis verwendbar sind. Damit erhélt Ansatz (15)
die Gestalt
Sy Zply
o(I1D=2, % Y. 3 bo (@D, (15b)
r =1 =1
Die Form (15b) unseres Ansatzes hat gegeniiber (15a) den Vorteil der Unab-
héngigkeit von Matrixelementen der Darstellungsmatrizen. Sie ist daher
praktisch einfacher zu handhaben. Die Ubertragung der Koeffizientenbedingung
fir qualitative Vollstandigkeit in (15a) auf die bY) ist uns in allgemeiner Form
nicht moglich. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir qualitative Voll-
stindigkeit der Chiralitdtsfunktionen nach den speziellen Methoden der beiden
folgenden Kapitel wird jeweils fiir die dem Verfahren angepafite Form des An-
satzes gegeben werden.

Der Ansatz bleibt qualitativ vollstindig mit stark vereinfachenden Fest-
setzungen beziiglich der Koeffizienten in (15a) bzw. (15b). Da sich ohne Speziali-
sierung des hier diskutierten N#herungsstandpunkts dafiir kein bevorzugtes
Prinzip anbietet, reprisentieren die dquivalenten Formen (15a) und (15b) mit
frei verfiigbaren Koeffizienten den allgemeinen Ansatz nach dem besprochenen
Niherungskonzept. Im Sinne groBtmoglicher Einfachheit kann es vorteilhaft sein,
einen Ansatz mit einem Minimum an vorgegebenen Funktionen zu wihlen, also
fiir s, die kleinsten Zahlen mit der Eigenschaft s,t, > z, zu nehmen.

Der dargelegte Formalismus sei an drei speziellen Varianten nochmals er-
lautert:

1. Unsere Strukturvorschrift sei so wenig speziell, daB ¢, =n, fiir alle r gilt. Wir
konnen daher s, =1 setzen und fiir alle r die gleiche Funktion

o (|L)=o(]L)

wihlen, wobei w( | L) eine allgemeine Funktion der vorgeschriebenen Struktur
sel. Der qualitativ vollstindige Ansatz hat dann die Form

Zphy

o(ID=Y Y Y&Wo(|)=2F 3 b, L)
r i=1 t=1

r =1

mit der Bedingung Rang(c{) = z, fiir jedes r.
Die mit der Vollstdndigkeitsbedingung vertrégliche Koeffizientenwahl c¢{’ =4,
fithrt zu einem speziellen Ansatz

o(|L)= Z 29"’(0 |IL)=2,0(|L),

der uns zeigt, wie weitgehend der Verzicht auf diec Allgemeinheit im Rahmen
der Methode zu einer Vereinfachung des qualitativ vollstindigen Ansatzes
fithren kann.
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2. Wir wihlen fir o{( |L) Polynome niedrigsten Grades in ligandenspezifi-
schen Parametern A(l;). Da sich aus dieser Strukturvorschrift die Beziehung
t,=1 beweisen 14Bt, brauchen wir zur qualitativ vollstindigen Beschreibung
des Ligandeneinflusses verschiedenartige Parameter, und zwar mindestens
s, = z,. Andererseits ist die spezielle Form des Polynoms unter der Voraus-
setzung PV wP(|L)#£0 ohne EinfluB auf den Ansatz, weshalb wir zum
Zweck einer moglichst einfachen Formulierung jeweils dasselbe Polynom
in z, verschiedenartigen Parametern vorgeben. Damit wird eine von ¢ unab-
hingige Wahl von j, méglich, und wir erhalten gemif (15a)

oliD=2 % ZC‘”%‘IE@‘J’(IL)-

Dieses Vorgehen bestimmt die in Kapitel 9 beschriebene Polynommethode.

3. Wir wihlen entsprechend der Form (15a) Funktionen %( | L), die unter der
Bedingung 2" w( |L)#0 von moglichst wenig Argumenten I,/ , ol
abhingen. Dabei zeigt sich, daB k, und ¢, aus dem Partitionsdiagramm
zu entnehmen sind. Da eine Llnearkombmatlon von beliebigen Funktionen
derselben k, Argumente wieder eine Funktion dieser Struktur ist, bietet der
Grenziibergang s,— oo nicht nur eine t,-unabhingige Wahl von s,, sondern
gleichzeitig eine Verallgemeinerung und eine Vereinfachung des Ansatzes.
In Kapitel 10 wird diese Methode eingehend besprochen.

9. FErstes Verfahren; Polynomansatz

o (A1), 2(1,), ..., A(l,)) sei ein Polynom niedrigsten Grades in liganden-
spezifischen Parametern A(l;) mit der Eigenschaft 2w #0. Der Grad g, ist nach
den Ausfiihrungen im Anhang A3 dem jeweiligen Partitionsdiagramm y" zu
entnechmen. Es gilt unter Bezugnahme auf die Zeilenlingen v’ bzw. die Spalten-
lingen u" des Diagramms

n

= Z(i—l)vﬁ”— Sy —
i=1

i=1

oder, wie eine Umrechnung auf die Partialsummen o bzw. u{” zeigt,
n n

g =nt— Y o= Y uP —u) ) - — n(n +1) @P=0).
4 .z

Ferner konnen wir im Anhang A 3 fiir jedes Polynom «® vom Grad g, in
n Variablen mit der Eigenschaft 2 w® # 0 die Gleichung

f=1

beweisen. Polynome dieser Art induzieren also die Darstellung I', genau einmal,
und die Komponenten zu I, von zwei verschicdenen Polynomen derseiben
n Variablen liegen in demselben irreduziblen Darstellungsraum. Unser Ansatz
erfordert aber Polynome vom Grad g, fiir s, = z, linear unabhédngige Darstellungs-

rdume zu I,. Daher sind wir gezwungen, verschiedenartige Variable zu benutzen.
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Wir wihlen also fiir jedes r zu z, # 0 ein Polynom o™ (4(1,), A(L,), ..., A(1,)) vom
Grad g, mit der Eigenschaft 2" »™ £0, verwenden z, Parametersorten A0(1),
¢=1, ..., z, und erhalten unser Funktionensystem mit der Festsetzung

o (1L) = (00, 20(5), ..., A1) -

Auch die Parameter i(g’)(l) fiir verschiedene r seien versch_i.eden. Dafiir besteht
zwar kein zwingender Grund, aber die vorangegangenen Uberlegungen haben
mehrfach gezeigt, dal die Komponenten einer Chiralititsfunktion zu verschiede-
nen irreduziblen Darstellungen voneinander unabhingigen Teilen des Chiralitats-
phinomens entsprechen, und diese unabhingigen Phidnomene werden natur-
gemal durch unabhingige Parameter beschrieben. Die algebraische Struktur
einer qualitativ vollstdndigen Chiralitdtsfunktion schreibt also die Minimalzahl
von Max(z,) Parametern vor, empfiehlt aber gewissermalen )"z, unabhingige

Parameter und 1aBt erwarten, daB damit unabhingige physikalische Eigenschaften
korrelierbar sind.

Der Polynomansatz, gemaB (15) interpretiert der Ansatz, in dem die Kom-
ponenten ¢(#"”[L) einer qualitativ vollstindigen Chiralititsfunktion in all-
gemeinster Form durch Polynome niedrigsten Grades ligandenspezifischer
Parameter approximiert werden, erhélt demnach gemiB (15a) die in Beispiel 2
des letzten Kapitels angegebene Gestalt. Wir verwenden in Zukunft fiir Ndherungs-
ansidtze spezifische Funktionssymbole und bezeichnen Chiralitdtsfunktionen
nach der Polynommethode mit y( | L). Wir schreiben also

Zy

2(1L)= Z Z Zc‘”g’fﬁw?(|L) (16a)

i=

mit der notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir qualitative Vollstandigkeit

z# 0

H det(c) #
Die Indexauswahl j, kann unabhingig von ¢ getroffen werden, da sich die
Polynome w%( |L) mit ¢ =1, ..., z, nur durch die Parameter unterscheiden, also

dieselben Funktionen unterschiedlicher Variablen sind.

Die Form (16a) ist, vom formalen Standpunkt aus betrachtet, besonders iiber-
sichtlich; fiir die praktische Aufstellung aber ist eine andere Form vorzuzichen,
und sie bietet sich an, wenn wir uns iiber eine zweckméBige Konstruktion der
Polynome w{’( | L) informieren. Es ist grundsitzlich gleichgiiltig, welche Polynome
vom Grad g, mit 2V 0(|L)#£0 wir zugrunde legen. Unser Ansatz ist davon
unabhingig, da er aus jedem Darstellungsraum zu I', ein beliebiges Polynom enthilt,
der Darstellungsraum aber von der Basiswahl nicht abhéngt. Jede Spezialisierung
des Ansatzes entsteht durch entsprechende Festlegung der Koeffizienten c(’g)

Bezugnehmend auf das Tableau y*( | L) bilden wir das Produkt aller ((1;)) ™,
wenn i; die Zeilenziffer des Késtchens mit der Nummer j bezeichnet. Dabei
entsteht ein Monom in 2(l;) vom Grad g,, das nach Anhang A3 von 2 nicht
annulliert wird und sich demgeméB fiir unseren Ansatz eignet:

OP(1L)= QW) . 20} (A g1 1) - AP} . Lo QAN

18 Theoret. chim. Acta (Berl) Vol. {9
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Die Funktionen w{’( | L) sind invariant gegeniiber Permutationen der J; innerhalb
der Zeilen von y*( |L). Mit dem Projektionsoperator ¢ zur identischen Dar-
stellung der Gruppe aller Permutationen von Variablen innerhalb der Zeilen
von y®( | L) gilt also

2001 L) =0y L)=w( |L). (17)

Im Anhang A3 wird gezeigt, da3 es unter den Operatoren 2,0(s)2" 2 mit
g€ S, genau z, linear unabhéngige gibt. Daher kann unabhingig von g eine Aus-
wahl von z, Permutationen 4, mit 6 =1, ...,2, so getroffen werden, dal3 der
Polynomansatz nach dem Muster von {15b) in der Form

W(ID=2,% Y BP0, L) (16b)

r g,6=1

erscheint. Der Ubergang von (16a) zu (16b) entspricht einer Basistransformation
mit einer nichtsinguldren Matrix, und daher bleibt der Rang der Koeffizienten-
matrix erhalten. Die Koeffizientenbedingung fiir qualitative Vollstandigkeit zur
Form (16b) lautet demnach

z,#0

TT det(®) 0.

Die Eigenschaft (17) bietet die M6glichkeit zu einer weiteren praktisch wesent-
lichen Vereinfachung. Dazu verwenden wir neben 2® den Projektionsoperator
9" zur alternierenden Darstellung der Gruppe aller Permutationen der Kistchen-
nummern innerhalb der Spalten von y*( |L) und die damit erklirten Young-
Operatoren

W — YN 9 ynd B = 9® "
Nach Anhang A3 gilt mit einer Konstanten C, # 0 die Beziechung
PN YD = C, 9P Y = Cr@”(r) 9o

und wir erhalten aus (16b) zunichst

WID=2,3 Y Y b0 )P 290 |L)

r ¢=1 o=1
=2, T Y Y G062 ().
r ¢=1 o=1

Wihlen wir statt der Basis O(s, ') 2% die Basis O(s, ')#* mit geeigneten
Permutationen 4,, T = 1, ..., z,, dann ergibt sich wegen #® (| L) =2 (| L)
schlieBlich

WID=2, % % aR06; Y2 e(|L) (16¢c)

r gt=1

mit Koeffizienten 4}, die durch eine Basistransformation aus den b{) hervor-

gehen. Deshalb lautet die Koeffizientenbedingung

z,#0

[T det(al) 0.
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(16¢) hat gegeniiber (16a) den Vorzug der Unabhingigkeit von den Darstellungs—
matrizen. Statt der Operatoren 2 in (16b) erscheinen die Operatoren 4. Die
bei der Konstruktion entstehenden Polynome #$( |L)~ ~ 90 wP(|L) konnen
durch geecignete Zusammenfassung der Glieder in eine Form gebracht werden,
die unmittelbar aus dem Tableau abgelesen werden kann.

Dazu konstruieren wir die Produkte aller A-Differenzen zu jeweils einer Spalte
von y"( | L), insoweit sie mehr als ein Késtchen enthilt, und bilden das Produkt
dieser Produkte (d. h. das Produkt der Vandermondeschen Determinanten aus
den Variablen jeweils einer Spalte). Im Anhang A3 wird gezeigt, daB dieses
Polynom mit 9 w{( | L) iibereinstimmt. In Formeln:

v 0gi<k<pu{n

¢ 20 (ID=n(10)= [] [T D) = 200401 (o oo,

mit der Fest-

¥( | L) in der Gestalt (16c) ist nur eine Umformung eines auf Polynome bezogenen
Ansatzes gemal (15). Daher gilt:

y(|L)ist die einfachste nicht spezialisierte und qualitativ vollstindige Chirali-
tatsfunktion, mit der eine beliebige Chiralititsbeobachtung approximiert
werden kann, wenn wir den EinfluB der Liganden durch ligandenspezifische
Parameter beschreiben und die Zahl der Parameter fiir jeden Liganden mit
der Mindestzahl der unabhingigen Komponenten des Chiralitdtsphinomens
identifizieren. Sie kann aufgefaBt werden als das erste Glied einer Reihen-
entwicklung nach Potenzen von Parametern, das die Eigenschaft der qualita-
tiven Vollstindigkeit besitzt. Da die Ligandenparameter in x( |L) a priori
nicht festgelegt sind, ist der Polynomansatz trotz seiner speziellen Struktur
anpassungsfahig.

Der Ansatz nach der Polynommethode hat einige bemerkenswerte Eigen-
schaften:

a) Er ist invariant gegeniiber einer Variablentransformation 19(1) - () + K¢
mit einer beliebigen, von i unabhingigen Konstanten K. Dies zeigt die
Konstruktion mit Vandermondeschen Determinanten, die ja nur von Diffe-
renzen von Parametern mit festem r und ¢ abhingen.

b) Der Ansatz enthilt > z, willkiirlich wihlbare Koeffizienten. Dies folgt aus
der Homogenitit der ) z, Polynome in [Parametern mit jeweils festem r und g.
Mit der Transformation i"’(l)—»C"’" A1) kann also ein gemeinsamer
Faktor C{’ der Koefﬁ21enten ¢ mit festem r und ¢ abgespalten werden.

Die qualitative Vollstandigkeit des Ansatzes, nicht aber seine Allgemeinheit
im Rahmen der besprochenen Methode bleibt erhalten bei Spezialisierungen wie
z. B. der folgenden:

w1D)=2, Z Z 05,1 27 0P( | 1)

mit Permutationen 4, gemiB (16c).

18*
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10. Zweites Verfahren;
Methode der Linearkombination von Funktionen einer Mindestzahl von Liganden

Die Funktionen »{’(s| L) des Ansatzes nach dem zweiten Verfahren seien
nur von den Liganden an einigen Geriistpldtzen abhéngig, und zwar sei die Zahl
der Plitze ein Minimum unter der Nebenbedingung 2 w{’(s|L)#0. Damit
ist eine Struktur festgelegt, deren Einzelheiten nach im Anhang A 3 bewiesenen
Satzen ohne Miihe dem jeweiligen Partitionsdiagramm zu entnehmen sind.

Die Zahl k, der Geriistpldtze fiir w{’(s| L) ist durch die Lénge der ersten Zeile
des Partitionsdiagramms y" gegeben. Es gilt

k,=n—o\".

Insbesondere sind also die Extremwerte k <k, <k, . fir die k-Liganden-
funktionen unseres Ansatzes mit den Chiralitatszahlen der Molekulklasse fest-
gelegt,

kpn=n—o0 und kg, =n-—o

min >

und wegen der in Kapitel 6 abgeleiteten Grenzwerte haben wir fiir alle chiralen
Molekiilklassen mit achiralem Geriist die Aussagen:

15k .. <3 und k_ <n-—1.

min = max —

Der von w{(s|L) mit allen s€ S, aufgespannte Funktionenraum enthilt die
Darstellung I, hochstens ¢, mal, und zwar ist ¢, gleich der Dimension der Dar-
stellung zu jenem Partitionsdiagramm, das aus y* entsteht, wenn man die erste
Zeile weglaBt*.

Die Funktionen w{’( |L) ohne Permutationssymbol vor dem Strich seien
von den Liganden an den k, Geriistplitzen o{”+1,0{"+2,...,n abhingig:

w(Qr)( iL) = w(gr (logr)+17 loYH-Z: T ln) .

Die algebraische Struktur der Funktion a)(Q’)( | L) driickt sich in der Invarianz
der Funktion gegeniiber den Permutationen der Liganden an den Geriistplitzen
1,...,0{" aus. Mit dem Projektionsoperator 2% zur identischen Darstellung
der Gruppe Q" V(0) aller Permutationen beziiglich der Késtchennummern in der
ersten Zeile von y( | L) dokumentiert sich die Struktur daher in der Gleichung

270 (1L ="V 1L =(|1). (18)
Wir bezeichnen den Ansatz nach dem zweiten Verfahren mit %( |L) und

formulieren ihn zunichst gemiB (15b):

S Zptr

Wn=2,% Y Z b0 PV 0P (s, L).

r g=1 o=

Dabei sind die z, t, Permutationen 4, jeweils so ausgewihlt, daB die z,t, Operatoren
P,0(s; )2 2"V linear unabhingig sind. Mit einer allgemeinen Funktion,
die die Darstellung I, tatsdchlich ¢, mal induziert, sind die z, ¢, Funktionen

P07 P 2V | L) = 2,20 0 (s, L)

% t,> 1ist erst fiir n 2 5 moglich, t,=n, nur firn, = 1.
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eine Basis fiir alle aus w{’( |L) entstehenden Chiralitdtsfunktionen zur Dar-
stellung I',. Die Wahl der Permutationen o, ist damit von ¢ unabhéngig.

Wir formen mit den im letzten Kapitel eingefithrten Young-Operatoren um
und beriicksichtigen die im Anhang A3 hergeleitete Bezichung

PNYV=C, Y () 2"V ING 9D (5.

s 1e€

Dabei ist C, #0 eine Konstante und € eine in A3 erklirte Menge von Permuta-
tionen beziiglich der K#stchennummern auBerhalb der ersten Zeile von y®( | L).
Mit (18) erhalten wir

Se Zrly

WIL)=2, Z Z Z bR O, PV 2"V wP( | L)

Sy Zrlr

=2, % Y Y Y ChR0G; )2V INGP(s|L).

r 9=1 6=1 o le€

Im Gegensatz zum Polynomansatz haben unsere Basisfunktionen w{’( |L) fiir
jedes r die Eigenschaft, daB eine Linearkombination wieder zu einer Funktion
des vorgegebenen Strukturtyps fiihrt. Wir nehmen daher den Grenziibergang
s,— o vor, setzen eine vollstindige Basis w{’( |L) fir k,-Ligandenfunktionen
voraus und erhalten mit den Funktionen

(1L =C, Zl by (|1L)
=

die Form

Zptr

W(ID=2,% Y ¥ 012"V IGO0, L).

r =1 4 1€

Ohne den Ansatz zu spezialisieren, kdnnen wir mit dem Ubergang zu einem
vollstindigen Funktionensystem w‘e’)( [L),e=1,2,... alle Annahmen fallen lassen,
die sich auf die Allgemeinheit der Basisfunktionen »{’( | L) und ihre Zugehdrigkeit
zu linear unabhingigen Darstellungsriumen beziehen, denn die Funktionen
#"( | L) werden dadurch in ihrer Allgemeinheit nicht eingeschrinkt.

Da @™ als Vektor eines irreduziblen Darstellungsraums fiir I', angesehen
werden kann, gibt es eine Beziehung

P,0(s;19) 2V INGO =2 N g O(s7HF?
=1

g4, T

fiir alle 4,, s € €, mit z, linear unabhiingigen Basisvektoren &,0(s; )@, Damit
erhalten wir

Zpty

WD=2,% % % Zaf:m o YOOI L) .

r 6=1 o+ 1le@ =1
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Die Summe tiber ¢ und s 148t sich ausfithren, da sie nur iiber Funktionen lauft,
die von denselben Geriistpldtzen abhingen, so dal wir mit

zpl,

oV(|D=Y Y a@ 49| L)
o=1 s 1e€
Funktionen von der Struktur der w’( | L) erhalten. Damit entsteht die endgiiltige
Form unseres Ansatzes nach dem zweiten Verfahren:

D=2, 5 3 06 TR0 |L). (19)

rot=1

Esist plausibel und wird im Anhang B 2 bewiesen, daB die Bedingung fiir qualitative
Vollstindigkeit lautet:

%(|L) ist genau dann qualitativ vollstindig, wenn die @ ( |L) linear
unabhingig sind.

Ansatz (19) ist nach den allgemeinen Ausfithrungen in Kapitel 8 einer Form
(15) dquivalent, in der die Basisfunktionen jeweils die hier geforderte Struktur
besitzen. Daher gilt folgende Aussage:

Ansatz (19) 16st in allgemeiner Form die Aufgabe, eine beliebige Chiralitéts-
beobachtung qualitativ vollstdndig durch Superposition von Einfliissen zu
beschreiben, die auf der Wechselwirkung von moglichst wenig Liganden
beruhen.

Es ist moglich, den Naherungsstandpunkt des zweiten Verfahrens zu modifi-
zieren, indem wir die Zusatzforderung fallen lassen, nach der durch Superposition
von k,-tupel-Wechselwirkungen nichts beschrieben wird, was qualitativ bereits
durch Wechselwirkung von weniger Liganden beschrieben werden kann. Mit
anderen Worten, wir kénnen einen qualitativ vollstindigen Ansatz mit Linear-
kombinationen von k,, =# — 0,,;, Argumenten formulieren. Wir verlieren dabei
die Zerlegung nach irreduziblen Darstellungen I,. Dieses Programm ist ohne
wesentliche Schwierigkeiten durchfiihrbar, soll aber hier nicht explizit bearbeitet
werden. Ein solcher Ansatz enthilt den Ansatz nach dem zweiten Verfahren als
Spezialfall. Die Zusammenfassung nach symmetrieiquivalenten k-tupeln einer-
seits unter Aufgabe der Zerlegung nach irreduziblen Darstellungen und die Zer-
legung nach irreduziblen Darstellungen unter Aufgabe der Symmetrieiquivalenz
andererseits sind Beschreibungsformen, die der Komplementaritit in der Dar-
stellung quantenmechanischer Zustandsfunktionen durch 4quivalente und symme-
trieadaptierte Funktionen entsprechen.

Der Polynomansatz ist ein Spezialfall des Ansatzes nach dem zweiten Ver-
fahren. Dies ist evident, da die beim Polynomansatz verwendeten Monome
spezielle k,-Ligandenfunktionen sind.

Beim Vergleich der Formen (16c) und (19) erhilt man die Identifizierung

B(1L)=C, z bR 1L).

z,#*0

Dabei bringt die fiir (16b) giiltige Bedingung [] det (b)) # 0 die lineare Unab-
hingigkeit der #® @ ( | L) zum Ausdruck.
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11. Verkiirzte Ansitze nach den beiden Niherungsverfahren

Wir beziehen uns auf das allgemeine Prinzip fiir Verkiirzung von Chiralitéts-
funktionen nach Kapitel 7 und behandeln die dem ersten und zweiten Verfahren
strukturgemaflen Verkiirzungsmoglichkeiten.

a) Erstes Verfahren

Es ist zuldssig, das erste Verfahren als eine Taylorreihenentwicklung einer
qualitativ vollstindigen Chiralitdtsfunktion nach ligandenspezifischen Para-
metern zu interpretieren, in der nur das jeweils erste nicht verschwindende Glied
beriicksichtigt wird. Da der Grad der Polynome verschiedenartiger Parameter
kein Kriterium fiir GroBenvergleiche darstellt, daBl auBerdem die Wahl der
verschiedenartigen Parameter unabhéngig voneinander so getroffen werden
kann, daB die Chiralitdtsfunktion an jedem Teilphdnomen moglichst gut durch
Polynome niedrigsten Grades beschrieben wird, ist es nicht inkonsequent,
die Potenzreihenentwicklung fiir verschiedenartige Parameter bei verschie-
denen Graden abzubrechen, wie das bei unserem Ansatz der Fall ist.
Trotzdem ist die Beschrinkung auf Polynome, deren Grad eine gemeinsame
obere Grenze nicht iibersteigt, ein méglicher Niherungsaspekt. Wir kénnen
seine Berechtigung experimentell nachpriifen, da mit Vernachlédssigung aller
Polynome mit Graden g, > g ein verkiirzter Ansatz entsteht, der fiir eine Teil-
klasse von Molekiilen qualitativ vollstindig ist und dafiir mit dem unver-
kiirzten Ansatz {ibereinstimmt. Der verkiirzte Ansatz lautet:

1 10)= i 1A L). (20)

Ansatz (20) ist qualitativ vollstdndig fiir Molekiile mit Ligandenpartitionen
¥, zu denen alle y®>y™ der Bedingung g: <g geniigen. Die Vernachlissi-
gungen werden erst bei Molekiilen relevant, fiir die diese Bedingung nicht
erfiillt ist, und ihre Berechtigung kann systematisch getestet werden, indem die
Giiltigkeit von Additionstheoremen

1, (A7 L)=0 fir 7 zu gi>g

experimentell iiberpriift wird. Solche nichttrivialen Additionstheoreme sollten
dem experimentellen Befund entsprechen, daB die zu approximierende Chirali-
tatsbeobachtung an chiralen Isomerengemischen der Form #®L oder 4™ oL
kleine MeBwerte liefert. An Hand der Beispiele im letzten Kapitel werden wir
uns speziell bei der Klasse der Allenderivate davon {iberzeugen, daB3 mit solchen
Feststellungen interessante Informationen iiber die geometrische Natur ver-
schiedener Beitrige zum Resultat einer speziellen Chiralitdtsbeobachtung
verbunden sind.

Mit der speziellen Voraussetzung g,,= Mm (g7;) bekommen wir den ein-
fachsten verkiirzten Polynomansatz.

In [ 7] wurden Polynomansitze fiir Chiralitdtsfunktionen von 16 verschiedenen
Molekiilklassen angegeben. Bei ihrer Aufstellung stand uns die hier gewonnene
Ubersicht noch nicht zur Verfiigung, und daher ist weder eine Klassifikation



264

b)

E. Ruch und A. Schénhofer:

nach irreduziblen Darstellungen der &, durchgefiihrt, noch das Kriterium der
qualitativen Vollstindigkeit beriicksichtigt. Insbesondere findet fiir jede Klasse
nur ein ligandenspezifischer Parameter Verwendung. Die Beschrinkung auf
einen Parameter ist im Rahmen der qualitativen Vollstdndigkeit eine zu-
lassige Spezialisierung, solange z, nicht gréBer als eins ist. Als verkiirzte An-
sitze y, . (|L)in dem hier definierten Sinn kénnen daher die Ansétze fiir die
Klassen 1—7, 9, 10, 14 und 15 gelten.

Nach dem zweiten Verfahren wird eine Chiralitidtsbeobachtung durch Super-
position von Einfliissen beschrieben, die jeweils auf der Wechselwirkung einer
Minimalzahl von Liganden beruhen. Es ist physikalisch plausibel anzunehmen,
daB} der quantitative Beitrag dieser Einfliisse mit dem Ansteigen der jeweils
notwendigen Zahl wechselwirkender Liganden k, abnimmt. Wegen der Be-
ziehung k, =n—o{" ist der in Kapitel 7 beschriebene Verkiirzungsstandpunkt
physikalisch nahegelegt, wonach solche Beitrdge nur insoweit beriicksichtigt
werden, als die Zahl der wechselwirkenden Liganden k, eine obere Grenze k
nicht {iberschreitet. Damit lautet der verkiirzte Ansatz:

ke =k

w(1D= Y 1(#71L). 21

(21) ist qualitativ vollstindig fiir Molekiile mit Ligandenpartitionen y, zu
denen alle ™ >y der Bedingung k; < k geniigen. In bezug auf die Beschreibung
der Chiralititsbeobachtung an den ibrigen Molekiilen beinhaltet dic Ver-
kiirzung eine zusitzliche Niherungshypothese, deren Berechtigung dhnlich
wie bei den verkiirzten Polynomansitzen experimentell getestet werden kann.
Der einfachste Ansatz nach dem zweiten Verfahren entsteht durch Verkiirzung
bis auf k,,,=n—o0. Wegen der aligemein giiltigen Grenzen n—3=<o0=<n-—1
fiir chirale Klassen mit achiralem Gertist gibt es fiir %,_,( [L) drei charak-
teristische Fille:

k=1 betrifft Molekiilklassen, in denen bereits eine lineare Uberlagerung von
Beitrdgen der einzelnen Liganden die Chiralitdtsbeobachtung ap-
proximiert.

k=2 betrifft Molekiilklassen, in denen erst die Wechselwirkung zwischen zwei
Liganden Beitrige zur Chiralitdtsbeobachtung liefert.

k=3 In diesen Klassen stellt erst die Wechselwirkung zwischen drei Liganden
nichtverschwindende Beitrage zur Chiralititsbeobachtung.

Aus der Literatur sind uns keine Theorien spezieller Chiralitdtsphinomene
bekannt, die explizit iiber diesen Standpunkt der Verkiirzung hinausgehen.
Alle Ansitze nach dem zweiten Verfahren zu den 16 Molekiilklassen in [7]
sind verkiirzte Ansitze %,_, im hier definierten Sinn.

Aus den verschiedenen Standpunkten zur Verkiirzung gemiB einer oberen
Grenze ¢ fiirr den Grad der Polynome bzw. einer oberen Grenze k fiir die Zahl
der wechselwirkenden Liganden geht hervor, daB verkiirzte Ansitze nach
beiden Methoden im allgemeinen nicht vergleichbar sind. In zwei Grenz-
fallen dagegen ist ein Vergleich allgemein zuldssig:
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o) Die Klasse hat die Chiralitdtsordnung o =n-1; das grofte Partitions-
diagramm mit z, # 0 hat die Form H11===; die Ansitze ¥, =¥, und
Yomin= X1 unterscheiden sich nur in der Bezeichnung, und wir kdnnen sie
identifizieren gemil

O (1) =) =20,

B) Der unverkiirzte Polynomansatz ist, wie schon erwéhnt, eine Spezialisierung
des unverkiirzten Ansatzes nach der zweiten Methode. Es entsteht aus dem
letzteren durch Potenzreihenentwicklung nach ligandenspezifischen Para-
metern.

12. Beispiele zum ersten und zweiten Néiherungsverfahren

Die bisher erarbeitete algebraische Theorie der Chiralitdtsfunktionen und
ihrer Naherungsansitze wird von ihrem praktischen Wert erst bei der Diskussion
von Beispielen iiberzeugen. Aus diesem Grund wird die Analyse spezieller inter-
essierender Molekiilklassen unter dem Gesichtspunkt aller in den vorausgegan-
genen Kapiteln abgeleiteten Theoreme empfohlen. Im folgenden wird eine solche
Analyse an einigen Beispielen skizziert. Die Auswahl der Beispiele und der dabei
verifizierten Theoreme ist willkiirlich und unvollstindig. Wir benutzen den
Partitionenverband zur Systematik in der Diskussion, ordnen also nach der Zahl
der Gerstplétze. Dabei stellen wir jeder Molekiilklasse eine Tabelle zur Seite,
wo in jeweils einer Zeile fiir jeden irreduziblen Bestandteil I; aus I'=) z; I
das Darstellungssymbol, der zugeordnete Index 7, die Zahl z;, der Grad des
Polynoms gz und die Zahl k; der Liganden in den Funktionen & ( | L) aufgefiihrt
sind. Die Chiralitdtszahlen sind den ebenfalls aufgezeichneten Schemata fiir die
Partitionenverbéinde zu entnehmen, wobei die Diagramme y™ durch die Schraffur
erkennbar sind. In den Niherungsansitzen werden wir der Kiirze wegen die
Indizes i statt /; als Argumente der Funktionen verwenden. Wenn beim zweiten
Verfahren gemiB (19) durch Anwendung der Operationen #® und P, gewisse
Komponenten einer k;-Ligandenfunktion &Y annulliert werden, dann ver-
wenden wir eine k;-Ligandenfunktion, die diese Komponenten a priori nicht hat,
also eine Funktion mit entsprechenden Symmetriecigenschaften (vgl. Beispiel 1).
Gleichartige Bezeichnungen von Variablen oder Funktionen fiir verschiedene
Molekiilklassen besagen nicht deren Gleichheit; die Ubertragbarkeit von Funk-
tionen oder Parametern von einer Molekiilklasse zur anderen ist Untersuchungs-
gegenstand der Empirie oder z. B. einer quantenmechanischen Theorie des
speziellen Phinomens. Zur Bezeichnung verkiirzter Ansitze verwenden wir den
hochsten Grad g bzw. die Maximalzahl k von Liganden in den Basisfunktionen
®I(|L) als Index. Qualitativ vollstindige Ansétze werden ohne Index ge-
schrieben.

1. Drei Geriistpldtze

a) Molekiilklasse mit der Gerlistsymmetrie C, gemill Fig.7. Platz 3 liegt in
einer Spiegelebene, Platz 1 und 2 sind symmetrieéquivalent.
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ot

®/ Tabelle 1 l
I; 21) (1%

N

N

2 3
| D |
g5 1 3
ki 1 2 4
1 3
2
Fig. 7 Fig. 8.

Qualitativ vollstandige Ansdtze:
2(10)=242(1) = 22Q2) + [AP(1) - 2221 [AP(1) - 2D3)] [AV(2) - A9(3)],
(| L) =P (1) — &P (2) + o3 (1, 2) + &2, 3) +dP(3, 1)
mit ®@3(1,2)= -2, 1)°.
Verkiirzte Ansédtze mit g=1 und k=1:
(L) =22(1) - 19(Q2),
71(1L)=a®(1) - ().
Additionstheoreme fiir die beiden verkiirzten Ansétze:
2 (AP L)~ 01 (1,2,3) + 412, 3, 1) + 2,3, 1,2)=0,
LA ~1(1,2,3) + 12,3, )+ 143, 1,2)=0.

b) Der Niherungscharakter der Additionstheoreme zeigt sich beim Ubergang
zur Obersymmetrie C;, (Fig. 9).

11
Tabelle 2 '
I: (1%
Bﬂ 2
F 3
z; 1 |
g 3
‘ k; 2 7
Fig. 9 g 3
Fig. 10

Qualitativ vollstindige Ansétze:
2(10)=[29(1) = 2921 [A2(1) — A23)] [2D(Q2) - 22(3)],
¥(1L)=a(1,2)+ o (2,3)+ a3, 1)

mit ®3(1,2)= —&(2,1).

5 Dabei ist @(i, k) mit der angegebenen Symmetrieeigenschaft statt der Linearkombination
(i, k) — @ (k, i) mit einer beliebigen Funktion @' (i, k) verwendet, die wir nach dem Verfahren in
Kapitel 10 zunéchst erhalten wiirden.
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An Stelle des Additionstheorems zu Beispiel a) tritt die Identitét

(1D =x(#21L) bzw. F(1L)=1(#|L).

Die Komponente y(4#*| L) bzw. 7(4#®| L) der Chiralititsfunktion fiir Klasse a)
bezeichnet einen Beitrag, der fir Klasse b) der allein maBgebende ist. Je
undhnlicher die Molekiilklassen a) und b) sind, um so genauer gilt das oben
aufgeschriebene Additionstheorem fiir die Molekiilklasse a). Die verkiirzten
Ansitze zu Beispiel a) verschwinden identisch fiir alle chiralen Molekiile beim
Ubergang zur Symmetrie C,,. Sie reprisentieren eine Chiralititsbeobachtung
an der Molekiilklasse a) insoweit, wie die Abweichung von der C,,-Symmetrie
des Geriists mallgebend ist. Insbesondere wird die Chiralitdtsbeobachtung
an chiralen Molekiilen der Klasse a) mit gleichartigen Liganden an den
Platzen 1 und 3 bzw. 2 und 3 durch den Wert Null beschrieben, da im Fall der
C;,-Symmetrie dann achirale Molekiile vorliegen. Wenn wir einen Vergleich
zwischen den beiden Klassen anstreben, mull jedenfalls der unverkiirzte
Ansatz zu a) diskutiert werden.

2. Vier Geriistpliitze

a) Molekiilklasse mit der Geriistsymmetrie C, gemidB Fig. 11. Platz 3 und 4
liegen in einer Spiegelebene, Platz 1 und 2 sind symmetrieAquivalent.

Tabelle 3 11111
I; (31) 2% @y a9 '
F 2 3 4 5
% 1 1 2 1 ZZ=Zy,
g5 1 2 3 6
4 1 2 2 3

|

=

aay
N

Fig. 11 Fig. 12

Trotz des Umfangs der qualitativ vollstindigen Ansitze fur diese Klasse
wollen wir sie hier aufschreiben, da damit innerhalb der Molekiilklassen mit
vier Geriistplitzen die Obersymmetrien C,,,C,,, D,; und T, entsprechend
dem Schema in Fig. 13 systematisch diskutiert werden k6énnen (vgl. Kapitel 5).
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Zu den Obersymmetrien gehdren in der Praxis interessierende Molekiil-
klassen, fiir die die qualitativ vollstindigen Ansétze einfacher sind (Beispiele

b) bis e)).

Fig. 13
Qualitativ vollstandige Ansitze:
2(10)=22(1) - 22Q2) + [2P(1) - 222)] 2P (3) - AV(d)]
+afP A1) - 2227 [P (1) - AP 3)] [AP(2) - 4(3)]
+afF[AM (1) - A02)] [ - AP @)] [APQ) - 4P 4)]
+aP 25 (1) — 259(2)] [A5P(1) - A5P(3)] [A5P(2) — 5P (3)]
+a$y 257 (1) = A5P(2)] [A57(1) — 259(@4)] [A59(2) — 257 (4)]
+[22(1) = A9(2)] [A2(1) = A2(3)] [A2(1) — 12(4)]
- [A92) = 293)] [29(2) - AP@)] [AD3) - 1D @],
(|L)=®P(1) —aP(2) + (1, 3) + &P (2,4) — (1,4 — (2, 3)
+&®(1,2) + a®(2,3) + &P (3, 1) + a8V, 2) + &5P(2, 4) + &5P(4, 1)
+a%(1,2,3)—53(2,3,4)+ (3,4, 1) — 04, 1,2)

mit ®3(1,3) = &3, 1); &P(1,2) = —oM2,1); &$(1,2) = —a5(2,1);
@3(1,2,3) = 092,33, 1) = a%3,1,2) = -9, 3,2) = —a®3,2,1)
= -2, 1,3).
b) Molekiilklasse mit der Gerilistsymmetrie C,, gemi8 Fig. 14.
Tabelle 4 CIrTI1I31
I; 2% (21%) 1% }
F 3 4 5
2 1 1 1 HD 2
g 2 3 6
kz 2 2 3 ’

Fig. 14 Fig.15 £
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Qualitativ vollstindige Ansétze:

(10 = ) = A9 [PB) - 20@)]
+ D) = 9] [AYG) = AV [I(1) +29(@) — 293~ A0 (4]
+ DO =20 [293) - 294)]
AN =293)] (A1) =A@ 29~ 293)] 9@ 9@,

1(1L)=a(1,3) + 292, 4) - 01, 4) - 02, 3)
+aW(1,3)+ &2, 4) — 01, 4) — (2, 3)
+09(1,2,3)—002,3,H+ 03,4, 1)—0(4,1,2)

=a(1,3)+ (2, 4) — d(1,4) — (2, 3)
+d(1,2,3) = H(2,3,4) + (3,4, 1) - dV(4, 1,2)

mit &*(1, 3)= —dW(3, 1); @, @ wie in a).

Wie dieses Beispiel zeigt, kénnen beim zweiten Verfahren gelegentlich Kom-
ponenten zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen strukturgleich sein
und daher zusammengefaBt werden; & =& +&™ ist eine beliebige, durch
keine Symmetrieeigenschaften spezialisierte Zweiligandenfunktion.

c) Molekiilklasse mit der Gerlistsymmetrie C,, gemal3 Fig. 16.

Tabelle 5 CIr1T 111
I; @1 . .
7 4
i ==l
‘e 3
k- 2

..

Fig. 17
Qualitativ vollstdndige Ansitze:

2(10)=[AD(1) = 29Q)] [AM(3) — A9@] A1) + 19(2) — A9(3) — 29(41],
(1L =&)L, 3)+ (2, 4) — (1, 4) — &D(2, 3)

mit (1, 3)= —H@(3, 1).
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d) Molekiilklasse mit der Geriistsymmetrie D,,; gemiB Fig. 18.

Tabelle 6 1111
I; 2% (1 l
r 3 5
Z; 1 1 B:D 2
[’H 2 6
k; 2 3 |
73 3
Q@ =

|
2 g:' 4
0 |

Fig. 18

NN
(22

Qualitativ vollstdndige Ansétze:

2(10)=[A9(1) = 29@2)] [AP(3) - 2V @)]
+ [AO1) =222 [A(1) = 293)] [A5(1) = 219@)] [A5(2)~29)3)]
- [2PQ) = 2@ [2P3) - 293)],

$(|L)=&%(1, 3)+ a2, 49— a1, 4) — (2, 3)
+@9(1,2,3)—®9(2,3,4)+ 93,4, 1) —d>4, 1,2)

mit &@3(1,3)= — (3, 1)

und &1, 2, 3) = @32, 3, D=3, 1,2) = —a¥(, 3,2)= —-®"(3,2, 1)

= -2, 1,3).

e) Molekiilklasse mit der Geriistsymmetrie T, gemiB Fig, 20.

Fig. 19

CITT131

Tabelle 7 |

I 1% HE 2

7 5 i

Zz 1

gz 6

k 3 3

~

EE
I
5 .

NANN
o

Fig. 21
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Qualitativ vollstindige Ansétze:

210 = [0 = A9@)] TO(1) = 293)] [A¥(1) - 294)]
[2OQ) - A9 AR~ 20 (V) - 20@],

1010 =a'9(1,2,3) - (2,3, 4+ &®(3,4, 1) - &4, 1,2)
mit Symmetriebedingungen fiir (1, 2, 3) wie in Beispiel d).

Da Klasse ) Methanderivate und Klasse d) z. B. Allenderivate, also beide
Beispicle chemisch interessante Molekiilklassen représentieren, wollen wir speziell
dafiir eine Gegeniiberstellung vornehmen. Dabei konnen wir uns auf den Polynom-
ansatz beschrinken, insoweit die Diskussion fiir den Ansatz nach der zweiten
Methode analog verlaufen wiirde.

Die Chiralitdtsfunktion fiir die Klasse der Allenderivate hat zwei Kompo-
nenten:

2(1LD)=x(AD L)+ 1 (#21L) bzw. 3(1L)=1(#1L)+7(#>|L).

Die Verkiirzung auf Polynome vom Grad g, <5 bzw. auf Paarfunktionen, also
k =2 fithrt zum Ansatz

(L) =x(#P1L) bzw.  7,(10)=7(#7|L).

Der verkiirzte Ansatz ist qualitativ vollstindig fiir alle Ligandenpartitionen
925 9®, wobei y** und y* fiir Molekiile aktive Partitionen sind. Fiir die ver-
kiirzten Ansétze gelten die Additionstheoreme

1A 2| D)=y (P P a|L)=0 bzw. 1,47 2|L)=(#¥ V2| [)=0.

Dementsprechend verschwindet die verkiirzte Chiralitdtsfunktion fiir Isomeren-
gemische vom Typ (¢ — 4¥)« L wie z. B. 4L mit

& 0 @ 9 Q Q
b=3{e+(234+243)}, 4L+ 3

Die Komponente x(4#?|L) kommt in der Tetraederklasse nicht vor. Die Kom-
ponente y(#| L) beschreibt die Chiralititsbeobachtung an den Allenderivaten
nur insoweit, als dafiir tetraederartige Einfliisse maBgebend sind. Insbesondere
wird sie fiir alle chiralen Molekiile mit Ligandenpartitionen, die groBer als y
sind, identisch Null. Entsprechend werden beim Ubergang zur Tetracdersym-
metrie diese Molekiile achiral.

Die Komponenten x(4#?|L) und y(4#|L) hiingen von verschiedenartigen
Parametern A®(!) und A®(l) ab, mit denen der tetraederunihnliche und der
tetraederartige EinfluB beschrieben wird. Wir kdnnen A3()) und A(]) unabhingig
voneinander experimentell bestimmen, indem wir die Orthogonalitétsrelationen
zwischen den Projektionsoperatoren zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen
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der &, ausniitzen, d. h. Messungen an Isomerengemischen vom Typ (¢ — 4*)« L
zur Bestimmung von A®(l) und vom Typ (¢ — 4*) 2 L, z. B. ¢ L mit

& @ @ ()
c=L{+(13)}, cL+1—{ }
et
ONENO

zur Bestimmung von A)() vornehmen.

Fiir Allenderivate aktive Ligandenpartitionen sind y®, 7™, v®; alle iibrigen
sind inaktiv. Der MeBwert einer Chiralitdtsbeobachtung an Allenderivaten mit
Partitionen y** und y* sollte in dem MaBe klein werden, wie der fiir die Messung
maBgebende GeriisteinfluBl tetraederartig wird. Messen wir dagegen z. B. die
optische Aktivitit an Allenderivaten bei einer Frequenz, die der Absorptions-
stelle der kumulierten Doppelbindungen relativ nahe ist, dann sollte wegen der
Geometrie der Doppelbindungen das Additionstheorem y5(4.2|L)=0 relativ
gut erfilllt sein. Der MeBwert fiir Ensembles (¢ — 4£®)) L sollte also klein sein,
verglichen mit dem MeBwert der einzelnen Komponenten des Gemischs oder
verglichen mit dem Wert einer Messung an einem Ensemble der Form 4« L.

f) Viele der fiir den Chemiker interessanten Ketoderivate gehdren zur Molekiil-
klasse mit der Geriistsymmetrie C,, gemil Fig. 22.

Tabelle 8 CITIo 1
I; (31 (21%) ’
r 2 4
z 1 1 Z
: 1 3
k; 1 2

Fig. 22 Fig. 23
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Qualitativ vollstindige Ansétze:
2(1L)=22(1) = 22(2) + 29(3) — 22(4)
+ A1) = 293)] [29(2) — AW @)] [A9(1) = AD(2) + A¥(3) - 14 @4)],
110 =aP(1) =522 +62(3) - 5>
+a™(1,2)+ @2, 3) + »* (3, 4) + &4, 1)

mit @¥(1,2) = — (2, 1).

Die Verkiirzung auf eine qualitativ vollstindige Chiralitdtsfunktion fiir
Molekiile mit drei gleichartigen Liganden fithrt auf 4quivalente Ansétze:

22(1L)=22(1) — A2(2) + 2P(3) - 1P (4)
=110 =P (1) —aPQ) + 6 (3) - aV@).

Man erkennt, daB3 dafiir eine in der Literatur als ,,Quadrantenregel” bezeichnete
Aussage gilt, wonach Liganden in aneinander grenzenden Quadranten mit ver-
schiedenem Vorzeichen zur Chiralititsbeobachtung beitragen. Diese Regel ist
aber nicht mehr oder nur mehr ndherungsweise giiltig, wenn weniger als drei
gleichartige Liganden vorkommen, denn fiir die qualitativ vollstindige Beschrei-
bung solcher Derivate brauchen wir den unverkiirzten Ansatz. Die Additions-
theoreme

12 (AP 2| L)=0

entsprechen z.B. dem Verschwinden des verkiirzten Ansatzes fiir Isomeren-
gemische zum Ensembleoperator

a=1{.+(1234)},

obwohl das Isomerengemisch

aL+%

{®|@+@|©}
® | o ®© | @

bei verschiedenartigen Liganden I, [, I3, 1, chiral ist. Der verkiirzte Ansatz ver-
schwindet beim Ubergang zur Molekiilklasse c), obwohl Molekiile mit vier ver-
schiedenartigen Liganden dabei chiral bleiben.

3. Finf Geriistpldtze

Molekiilklasse zur Geriistsymmetrie Cs, gemidB Fig. 24, z. B. Ferrocen-
derivate, in denen einer der beiden Cyclopentadienylringe nur Wasserstoffatome
als Liganden enthalt.

i9 Theoret. chim. Acta (Berl) Vol. 19
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Tabelle 9 CITTT3 1
I 312) |
F 4 F::J 2
zz 2
g5 3
k; 2

~

Qualitativ vollstindige Ansitze:

2(1 D)= aP{DP(1) = 20T + [AP Q) ~ 2P6)P° + [3) - AP @1
+[2P@ - ARG + AP - APW1°)

+af {2 - 2PE)]° + [2P(3) - AP (5 + [AP(6) - 421
+[AQ) - AP@D + AP @ - P11

+aSHIAP M) — 2P @1 + [59(2) - 1573)1° + [45°3) - 2 4))°
+ 2594 = 287 + [4°(5) — 291}

+aSH{0AP (1) — PO + [AP3) - 17 + [457(5) - 4921
+ 282 - 2@ + [57@) - AP W1,

1(1L)=aP(1,2) + &2, 3) + 613, 4) + P4, 5+ a5, 1)
+&(1,3) + 0573, 5) + D55, 2+ (2, 4) + 054, 1)

mit (1, 2)= — P2, 1); @1, 3)= — a3, 1).
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4. Sechs Geriistplitze

275

Fiir alle Zahlen n = 6 zeigt sich der Unterschied unserer Halbordnung zu der
bisher fiir Partitionen iiblichen Ordnung. Wir beniitzen aber die alte Ordnungs-
definition, wonach eine Partition gréBer ist als eine andere, wenn von oben
beginnend die erste unterschiedliche Zeile gréfler ist, zur fortlaufenden Nume-

rierung von Partitionen und Darstellungen.

a) Klasse der Cyclopropanderivate entsprechend Fig. 2 mit der Geriistsymmetrie

D3h.
Tabelle 10
I: (42) (41%) (321) (31%) 2%
F 3 4 6 7 8
zz 1 1 1 2 1
¥ 2 3 4 6 6
k; 2 2 3 3 4

Der qualitativ vollstindige Ansatz ist, wie
aus dem Schema ersichtlich, umfangreich.
Daher schreiben wir nur die verkiirzten An-
sdtze y,(|L) und %,(|L) auf. Aus dem Ver-
bandsschema entnimmt man: y,(|L) ist
qualitativ vollstindig fir alle Molekiile mit
hochstens zwei verschiedenen Liganden-
sorten; ¥,(|L) ist qualitativ vollstindig fiir
alle Molekiile mit den Ligandenpartitionen
¥,y und 4.

19*

0 O

oo
NN
WAN

/IZI‘
“Z
£z
= 6
//I’/j7
-
Z
]
19
]
10

— I

i

Fig. 26
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201D =[P10) - 212Q)] [2PE@) - 25(6)] ~ [P(1) - 223)] [AV@) - 29(5)],
T2 1L)= a1, 5 + &2, 6) + @33, 4) — (1, 6) — P2, 4) — @3, 5)

+ a1, 2) + P2, 3)+ (3, 1) — MA@, 5) — BD(5, 6) — (6, 4)

mit @31, 5)= a5, 1); M, 2) = —a@(2, 1).

b) Molekiilklasse gemiB Fig. 5 mit der [ i i o
Geriistsymmetrie O, ]

RN
5 1 11.
NS
e
RN
3 5 =z
e 2
N/
9

Tabelle 11
I; (31 2%

NN
-
W O\ = 3
N~ oo
—
ey

FRN

~1

Fig. 27
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Qualitativ vollstindiger Ansatz nach dem ersten Verfahren:

A1) =[O = AV A7) = A7) [27(5)— 27(6)]
A1) = 2T D)~ A7(6)] A7)~ 27(6)]
+ D) = 2@ (1) = 20(6)] (274 = 27(5)]
+[A7Q) - 2PET A7) - 27 75 - A7(3)]
+[273) = AP@] A7) = 4701 [A7 (@) — 27(6)]
+[71) = A7)+ A73) = AW A1) = A7) + A7 (3) = 27(6)]
-[ADQ2) = 27(5) + 27 (4) = 27(6)1}
+ D01~ 2930 AV — 204 [29(5) — 22(6)]
A1) = AP [P = 29(6)] (X0 - A¥(6)]
+ D) = A0 DO(1) = 20 [V — A9(S)]
+ (A9 — KO [AVQ) — 2(5)] [29(5) - 29 3)]
+ [A0) ~ 10@) [13) — 226 (294 — 2¥(6)]
~ DA9(1) = 29Q) + 203) = 20U [A9(1) = A9(5) + 4(3) — A(6)]
D@ 19(8) + 2@~ 1(6)]}
Es sei bemerkt, daB der Umfang der Formel keine Schwierigkeiten fiir die
experimentelle Bestimmung der Parameter bedeutet. Mit drei gleichartigen
Liganden bzw. mit nicht mehr als drei Ligandenarten im Ligandensortiment
erreichen wir, daB die Komponente in A® bzw. in A7 verschwindet. Entsprechen-

des gilt fiir den Ansatz nach dem zweiten Verfahren, der etwa viermal so umfang-
reich ist und deshalb hier nicht aufgefithrt wird.

5. Acht Geriistplitze

Molekiilklasse gemdB Fig.28 mit der Geriistsymmetrie O,,.

Der qualitativ vollstindige Ansatz ist sehr umfangreich und soll daher hier
nicht aufgeschricben werden. Seine Aufstellung bereitet aber keine grundsitz-
lichen Schwierigkeiten. Wir begniigen uns mit der Angabe der entsprechenden
Tabelle und des Verbandsschemas.

Tabelle 12
I; 521y (513 @Y 431) 42%) 4213  (41% (321%)  (3221) (3213 (29
F 6 7 8 9 10 1 12 14 15 16 18
z; 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 1
g 4 6 4 5 6 7 10 8 9 11 12
k 3 3 4 4 4 4 4 5 5 5 6
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AbschlieBend wollen wir eine Diskussion aller in dieser Abhandlung abgeleiteten
Theoreme an Hand der vorliegenden und anderer Beispiele, insoweit sie hier nicht
angefiihrt wurden, nochmals dem Leser empfehlen.

Anhang A : Partitionenverband ¢ und irreduzible Darstellungen der €,
Teil 1

Mit der GroBerrelation aus Kapitel 6 ist in der Menge der Partitionen bzw.
der zugehorigen Partitionsdiagramme eine Halbordnung erklart. Sie représentiert
fur unsere Fragestellung relevante Eigenschaften der Partitionen und fiihrt in
ihren Konsequenzen beziiglich der Theorie der Darstellungen der symmetrischen
Gruppen iiber das hinaus, was aus dem in der Mathematik seit 1901 {iblichen
Ordnungsbegriff [8] diesbeziiglich abgeleitet werden konnte”.

Die Erkldrung der Relation D unter Bezugnahme auf die Partialsummen
o0; und u; zeigt, daB3 die Vertauschung der Relationen D und C einer Uminterpreta-
tion von Zeilen als Spalten und Spalten als Zeilen entspricht. Der Ubergang zur
dualen Halbordnung andert daher an der Struktur der Halbordnung nichts;
die Halbordnung ist selbstdual.

Um nachzuweisen, dal die Halbordnung ein Verband ist, haben wir zu zeigen,
daB zu jedem Paar von Partitionen y und 7’ ein Infimum und ein Supremum
existieren. Gegebenenfalls sind dann die Operationen Durchschnitt und Ver-
einigung definiert durch

yoy =inf(y,y) und yuy =sup(y,7).
Behauptung:
inf(y, )=y, sup(y,y)=7"
mit
o =Min(o;,0), u!=Min(u,u), i=1,...,n.
Da die Halbordnung selbstdual ist, geniigt es, den Beweis fir das Infimum zu
fithren.

@) o =Min(o;, 0) ist eine eindeutige Rechenvorschrift, die zu einem Diagramm
fithrt, denn wegen

D_.D _~.D_ D D _ : / : ; :
Vi —Vik1 =207 —0i_y —0i%q =2Min(0;,0) —Min(0;_,0;_ 1) —Min(0; 1,0} )

2 2Min(0;, 0) ~Min(0;— 1 +0;11,0;; +0j4 1)
=Min(2o;_;+2v;, 20;_; +2v))—Min(20;_; +v;+V;11, 20;_+Vi+ Vi )=0
nimmt die Lange der Zeilen nach unten nicht zu.

B) y” ist die groBte Partition mit der Eigenschaft y°Cy und yPC ¥, denn wir haben
jede Zeilensumme 0P so groB gewihlt, wie es unter diesen beiden Bedingungen
iberhaupt mdglich ist.

¢ Beziiglich der Grundbegriffe iiber Halbordnungen und Verbénde vgl. z. B. [2].
7 Eine Publikation, die systematische Behandlung der rein mathematischen Konsequenzen
betreffend, ist in Vorbereitung.
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Die in der Literatur gebrduchliche Ordnungsrelation y =y fiir Partitionen
mit der Definition:

y > 9', wenn von oben nach unten fortschreitend fiir die erste unterschied-
liche Zeile der beiden Diagramme gilt v; > v;

ist sicher erfiillt, wenn y Dy’ gilt. Die Umkehrung dieser Behauptung trifft nicht zu.
Die Ordnung mit der Relation = ist homomorphes Bild der Halbordnung mit
der Relation >.
Durch Inspektion findet man, daB fiir die Zahlen 1 bis 5 die Relationen =
und D ibereinstimmen, fiir 6 und alle gréBeren Zahlen dagegen nicht. Ebenso
findet man, daB fiir alle Zahlen n = 7 der Verband nicht mehr modular ist.

Teil 2

Die Festsetzungen iiber die Anwendung von Permutationsoperatoren s und
0(s) auf Variable und Késtchenziffern in einem Tableau gemidB Kapitel 6 und
die Bezeichnungsweise entsprechen véllig dem Formalismus fiir Funktionen in
Kapitel 4.

Aquivalente Tableaux y(¢| L) = y(¢s| s~ * L) entsprechen den verschiedenen Auf-
fassungen von einem funktionellen Zusammenhang gemiB ¢(£|L) = ¢(£4|s~ 1 L).
Aussagen iiber die Operationen s und @(s) an Tableaux sind unmittelbar auf
Funktionen iibertragbar.

Neben der Gruppe Q™ aller Permutationen innerhalb der Zeilen von y®( | L)
benétigen wir die Gruppe Q) aller Permutationen innerhalb der Spalten von
Y (1L).

Die Gruppen Q0 = 57 1 Q" 5, und Q0 = 5, 1 Q4 bezeichnen Permutationen
aller gleichartigen bzw. von verschiedenartigen Variablen eines geordneten
Molekiils mit einer Ligandenpartition zu y"), wenn die gleichartigen Variablen in
jeweils einer Zeile des Tableau y*)( |4, ! L) zu finden sind.

Mit den Projektionsoperatoren

1

[ O =@ -1 ,@(r)@
; 2s YOOy ds%:g) (0)=0(s, ") 27 O(s,)
un
20 = Y (—1)P0(s)=0(s; 1) 27 O(s,)

zur identischen Darstellung von Q(0) und zur alternierenden Darstellung von
QO(0) ist der Young-Operator %% folgendermaBen festgelegt:
YO =IO 9 mit der Eigenschaft #"2~HP .
Wir bendtigen spéter auch den Operator
G0 =9® 30 mit der Eigenschaft #2~F" .
¥ und #® liefern bei Links- und bei Rechtsanwendung der Operatoren 0(s)

mit s € &, jeweils einen irreduziblen Darstellungsraum zu I, und es existieren
Zerlegungen des Projektionsoperators 2 in der Form

PI=K, Y 0 HY0@)=K, ¥ 0(")FP0(s) miteinem Zahlenfaktor K,.

ey, €8y
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Folgender Satz zeigt etwas von den mathematischen Konsequenzen unserer
Halbordnungsdefinition und gibt uns die Moglichkeit zum Beweis des auf Seite 249
benutzten Theorems.

Fiir zwei beliebige Partitionsdiagramme 7y und y*) zur Zahl » gilt:

o) Falls zwischen ™ und 7" die Relation y® > y® besteht, gibt es zu jedem
Tableau y( |4 L) mindestens ein Tableau y*( |sL), in dem keine Spalte
zwei Variable aus einer Zeile von y®( |4 L) enthilt.

B) Falls y b+ gilt, finden wir bei jedem Paar von Tableaux y*( |sL) und
y¥( |4’ L) in mindestens einer Spalte von y*)( |s L) zwei Variable aus einer
Zeile von y( |4 L).

Beweis

Um die Variablen aus y®( |4’ L) so in y einzufiillen, daB nicht zwei Variable aus
einer Zeile von y¥)( |4’ L) in eine Spalte von Y™ kommen, miissen fiir die Variablen
aus der ersten Zeile von y®( |4’ L) mindestens v{ Spalten in y zur Verfiigung
stehen. Es muB also gelten 0 = of. Fiir die Variablen aus der zweiten Zeile von
79)( |4’ L) miissen noch v§ leere Plitze in verschiedenen Spalten von y® zur
Verfigung stehen. Es muB also gelten oy —0{ +v$’ >+, und daraus folgt
0% = 0%). Fiir die Variablen aus der dritten Zeile von y®( | o' L) miissen noch v¥
freie Plédtze in verschiedenen Spalten von y* zur Verfiigung stehen. Es muB also
gelten 0’ — 0 + v =V, d. h. 0 = 0%. In dieser Weise fortfahrend finden wir
fiir die Moglichkeit des Umfiillens von y'9( | ' L) in ), ohne zwei Ziffern aus einer
Zeile in eine Spalte zu befdérdern, die notwendige und hinreichende Bedingung
0”20 fiiri=1,...,n, d. h. also y > y“. Man entnimmt aus dieser Uberlegung
ohne Miihe den speziellen Befund fiir die Tableaux y( |sL) und y¥( |sL):

y) Falls die Relation 7>y besteht, enthilt das Tableau y*( {4 L) in keiner
Spalte ein Variablenpaar aus einer Zeile von y( |4 L).

Wegen der Selbstdualitit der Halbordnung bleiben die Sétze «), 8) und y) richtig,
wenn wir die Relationen D und C und gleichzeitig die Worte ,,Zeile* und ,,Spalte®
vertauschen.

Da jede Permutation in jedem Tableau eindeutig erklirt ist, kénnen wir unter
den Produkten 37 (5) 2% und 2 ¢(s) 3 Operatoren verstehen, die beziiglich
der Zeilen eines Tableau symmetrisieren, umfiillen und dann beziiglich der
Spalten eines anderen Tableau antisymmetrisieren und umgekehrt. Nach Satz f)
ist mindestens ein Nummernpaar dabei, beziiglich dessen sowohl symmetrisiert
wie antisymmetrisiert wird, wenn 9 Dy® gilt. Ersetzen wir 0(s) durch
0(4,)0(2)0(s; ") und multiplizieren wir das Produkt links bzw. rechts mit dem
Operator O(s, ') bzw. 0(s,), dann erhalten wir die Gleichungen

30 0(s) 29

2900) é(")} =0 firalle se S, und beliebige o, 7, falls y* Dy
T J a

und daher auch

quz{ Qgs)} _ fiir alle .« aus der Gruppenalgebra falls 3y

29 of IO und beliebige o, 7,
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Mit der Zerlegung #” =K, Y 0(s™1) 9% 29 ((5) bei beliebigem o folgt schlieB-
se@y

lich der auf die Gleichungen bezogene Teil der Aussagen

=0 (r) 1y ~)(8)
PO 9O = 96 PO fiir jedes o, falls |’ 77
# 0 ,y(r) > py(s)

: (r) (s)
P0G = 5 W"’{ O} fiir jedes o, falls {” o
£0 §O Cy©

Den Beweis der Ungleichungen fithren wir nur fiir das Produkt 2 2%, da wir
das Produkt 2 9% in dieser Abhandlung nicht benétigen. Es geniigt zu zeigen,
daB es eine Funktion #( |L)=#"(x,, ..., x,) von n Verdnderlichen x; gibt, die
von 209 fiir y > 9 nicht annulliert wird. Wir wihlen das im Text Seite 259
erwihnte Produkt Vandermondescher Determinanten

V) 0si<k<p(?

(") |L) n n [xo‘ﬂr) +t xn,((’) +t] 9

von dem wir die spidter bewiesene Eigenschaft 27y"( |L)=#"(|L) vorweg-
nehmen und daher nur noch die Ungleichung 274 ( | L) = 0 zu beweisen brauchen.
Diese Ungleichung geht unmittelbar aus der Tatsache hervor, dal wegen 7) bei
Identifizierung der Variablen jeweils einer Zeile aus y*¥( | L) keine identifizierten
Variablen in einer Spalte von y®( |L) stehen und daher keine der Differenzen
im Produkt #®( |L) verschwindet. Fiir die Funktion #®( |L) gilt aber im Falle
der genannten Gleichsetzung, d. h. fiir das spezielle Argument 9, die Beziehung
QOIS =yM (| [¥); daher ist 2V 29y"(|L) nicht identisch Null, und
dementsprechend gilt 2 2 =0 fiir y® >y,

Ein nicht verschwindendes Produkt 2" .o = .o/ Z7 #0 von 2" mit einem
Element ./ der Gruppenalgebra ist Vektor eines im allgemeinen reduziblen
Darstellungsraums zu I, und die Vektoren 0(s). o/ 2 spannen einen solchen
Darstellungsraum fiir Linksmultiplikation mit Gruppenclementen auf. Daher
folgt aus 2029 0 fiir y¥ > 9" die Existenz einer Permutation @(s,), so daB
990 (s,)ef P £0 gilt. Wir multiplizieren von links mit ¢(s; ') und erhalten
zusammen mit dem obigen Resultat fiir y® py® die Bezichungen

=0 fiir beliebiges o, falls y® Hy®
#0 fiir geeignetes g, falls YW >y und PV #0Q’

Mit o/ #, an Stelle von & erhalten wir die Beziechungen auf Scite 249, die Basis-
gle1chungen fiir die Ubersicht iiber aktive und inaktive Ligandenpartitionen.

Man kennt folgende Aussagen iiber die Umfillung der Ziffern innerhalb
eines Diagramms: Von einem Tableau y*( | L) fiihren alle Permutationen 0(s),
die nicht im Komplex () Q¥(0) liegen, zu einem Tableau y"(s 1| L), in dem
mindestens zwei Zahlen aus einer Zeile von y®( | L) in einer Spalte stehen. Eine
Permutation aus dem Komplex Q0(0) Q" (0) dagegen hat diese Eigenschaft
nicht (vgl. z. B. [3]). Dieser Sachverhalt 148t sich in Gleichungen formulieren,
wenn man beriicksichtigt, daB Q® und Q¢ direkte Produkte symmetrischer
Permutationsgruppen beziiglich der Spalten bzw. Zeilen desselben Tableau sind
und daher auBer der Gruppeneinheit keine Permutation gemeinsam haben. Die

99 of PV {
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Zerlegung einer Permutation aus Q¥ Q" bzw. Qo &o in ein Produkt von Per-
mutationen aus den beiden Gruppen ist daher bei vorgegebener Reihenfolge der
Faktoren eindeutig. Mit p fiir die Paritit der Permutationen aus Q® ergibt sich

deshalb (—1) 2 g ( 1)p@( ) Qi gm
. =(—1)y 9 P _. r J€ r r
390(5) 2" {:O }, falls {d ¢ QO Q0
. o [=(—1)r 20 90 = (—1)pFH® se QM H"
Q()(g(d)_@(){zo , fall 4¢Q(r)ﬁ(r)'
Teil 3

1. Polynomansatz

Ein nicht verschwindendes Polynom niedrigsten Grades zur Darstellung I,
ist homogen und gehdrt daher zu einem Funktionenraum, der von Monomen
desselben Grades bei Induktion nach der Gruppe €,(0) aufgespannt wird. Fiir
ein solches Monom w( | L) =x$'x% ... xi» mul} es moglich sein, die n Faktoren
x% so0 in die Kistchen des Diagramms y™ einzufiillen, daB nicht zwei Variable
der gleichen Potenz in einer Spalte stehen; denn wire das unmdglich, dann
wiirde jeder Operator 2% beziiglich zweier Faktoren antisymmetrisieren, in
denen das Monom symmetrisch ist, und damit wiirde auch der Operator
PO=K, Y 203" das Monom annullieren. Ein Monom niedrigsten Grades,
fiir das diese Situation zu vermeiden ist, zeichnet sich dadurch aus, daB eine Ein-
filllung in das Diagramm moglich ist, bei der in der ersten Zeile nur Variable
in nullter Potenz, in der zweiten Zeile nur Variable in erster Potenz stehen usw.
Damit ergibt sich der Grad

n

0= T (= 0W= Y -

i=1
Ein Monom der beschriebenen Art ist folgendes:

r — 0,0 0 1 1 2 (ry—1
(D( )( |L)—x1x2 Xogr)xpgr)_I.l XO(Zr)xoarH,l xﬁl .

Zur Feststellung der Ungleichung 2@ w™( |L)#0 bedienen wir uns des Ver-
gleichs mit dem Polynom #™(] L) auf Seite 282, das ebenfalls vom Grad g, ist
und entsprechend der Beziehung 9"%®( |L)=#"( |L) zur alternierenden Dar-
stellung der Gruppe Q®(0) gehort. (| L) ist das Polynom niedrigsten Grades
mit dieser Eigenschaft und ist dadurch bis auf einen Zahlenfaktor festgelegt.
Es muB nichtverschwindende Linearkombination von Monomen mit dem Grad g,
vom Typ (4| L) sein, denn wir haben gesehen, daBl andersartige Monome mit
demselben Grad von Operatoren 9% mit beliebigem ¢ annulliert werden. Mit
geeigneten Koeffizienten a(s) gilt daher
(D)= Y a@)o6|L)= Y a)3"0(:1)29 00w (| L)
€S, €@,
= Y (=1Pa@3"200"(|L)=¢, V0" |L) mit c,#0
~1efmam

und wegen POY) =@ PO =g
PO L) =, %" P 0"(|L)=c, ¥V |L)=1"(|[)#0,
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also auch
P |L)£E0.
Aus der unten angefiihrten Gleichung folgt andererseits
PO (L) = C,@(r)w(’)( |L),

und da der Operator #® Vektor zu einem irreduziblen Darstellungsraum
fiir I, ist, kann geschlossen werden, daB w™( | L) und damit jedes Polynom vom
Grad g,, das von 2" nicht annulliert wird, die Darstellung I, genau einmal in-
duziert. Es gilt also

t,=1.

r

Die noch beweispflichtige Gleichung erhalten wir aus den Gleichungen Seite 283
unter Beriicksichtigung von

@y 9N = g gy .
! o und (=120 )=puP! . yO1y01 v e
@ 50 — GOG» . 5;9(” n n

Dabei finden wir ndmlich
POIN=K, Y 0" H)2NIN0)I"=K, Y (=1P0"H2"Y"

P seDmQm

=C, I INYN=C,FP 2" mit C,#0.

Das Resultat 2090 =C, %" 9" zeigt die Giiltigkeit der oben verwendeten
Gleichung und dariiber hinaus, daBl bei Linksanwendung von Operatoren
0(s) auf 229" die Darstellung I, genau einmal induziert wird. Damit ist also
auch die Aussage von Seite 258 bewiesen, wonach es unter

P,0(0)PV2Y mit seC,
genau z, linear unabhingige Operatoren gibt.

2. Ansatz nach dem zweiten Verfahren

Bezogen auf n Variable x; ist eine Funktion, die nur von k <n Variablen ab-
hingt, symmetrisch in den fehlenden n — k. Soll die Funktion eine Darstellung I,
induzieren, so muBl es moglich sein, die x; derart in die Késtchen des Diagramms
7™ einzufiillen, daBl in keiner Spalte zwei Variable stehen, die in der Funktion
fehlen; denn wiire das unmoéglich, dann wiirde der analoge Schluf3 wie in 1 zum
Resultat fithren, daB alle Operatoren 2 mit beliebigem ¢ die Funktion annul-
lieren. Die kleinste Zahl k, ist demnach gegeben durch die Gleichung

k,=n—o{.
Fiir die Zahl ¢, zu einer solchen Funktion & (s| L) gilt unabhéngig von 4:

t, = Dimension jener irreduziblen Darstellung 4, von S, , welche aus I, durch
Weglassen der ersten Zeile entsteht.
Beweis

Die Gruppen &V und S sind unten erklirt. @”( |L) =@ (xy0 4y 5> Xn)
gehort zur identischen Darstellung 4, von Q1 (¢) und sei im iibrigen allgemein,



Theorie der Chiralitatsfunktionen 285

d. h. die Induktion von Q" V() nach &,(0) verlaufe regulir (vgl. [6]). Das trifft
dann auch fiir die beiden Teilschritte von Q" Y(0) nach Q¢ (0) x SP(¢)) und von
QD) x S (0) nach S,(0) zu. Beim ersten Schritt werden nur die irreduziblen
Darstellungen A, x 4, induziert, und zwar jede davon so oft, wie die Dimension der
irreduziblen Darstellung A, von S angibt. Die daraus beim zweiten Induktions-
schritt resultierenden irreduziblen Darstellungen von &,(¢) erhalten wir, indem
wir die sogenannten duBeren Produkte 4, ® 4, bilden (vgl. z. B. [17). Dabei zeigt
sich, daB I'. von 4, x 4, einmal induziert wird, von den inéiquivalenten Darstel-
lungen A4, x A, dagegen nicht. Weil A, x 4, beim ersten Schritt so oft induziert
wurde, wie die Dimension von 4, angibt, ist damit unsere Behauptung bewiesen.

Fiir den Beweis der Formel auf Seite 261 bendtigen wir auf Abschnitte der
Tableaux y*( |L) bezogene Permutationsgruppen. Zu diesem Zweck fithren wir
eine Bezeichnung fiir Teiltableaux ein, und zwar sei

y"D(|L) die erste Zeile von y™(|L) mit den Kistchennummern 1, ...,0{,

y"D(|L) das Tableau ohne die erste Zeile von y*(|L) mit den Késtchen-
nummern 0"+ 1,...,n

Auf Zeilen und Spalten bezogene symmetrische Gruppen seien entsprechend
bezeichnet, also insbesondere sei

Q"D die Gruppe der Permutationen beziiglich der ersten Zeile von y( |L),
9%V der Projektionsoperator zur identischen Darstellung von Q¢ V(0);
SL  bezeichne die Gruppe aller Permutationen zum Tableau y*2( | L).

Alle Permutationen, die nicht zwei Variable aus der ersten Zeile von y( | L)
in eine Spalte befordern, sind die Permutationen des Komplexes &© S Qe 1.

Wegen der Vertauschbarkeit der Permutationen aus Q" und S und da
der Durchschnitt von Q® und Q®Y nur die Einheitspermutation enthilt, gibt
es ein Représentantensystem € von Permutationen 7 aus der Gruppe S, so daB}
nach Festlegung von € alle 0(s) e QV(0) SP(0)Q"1(0) in eindeutiger Weise
gemil

0(5)=0() 0(3) 0(s) mit 7eQP, /e Q"D und seGP

zerlegbar sind. Dabei durchlaufen 5 und 4’ alle Permutationen der entsprechenden
Gruppen und 5 das Reprisentantensystem.
Wir erhalten damit

5 0(5) 201 {(—1)",@"’(9(5).@"’”, falls s Q07Q"Y
g > =

0, falls o ¢ QOePQCH”
wobei p die Paritit der Permutation 5 in der Zerlegung s = 554 bezeichnet.
Mit
Z (_1)P (9(4“ ) (A 1) ‘u(r)y . (r)y v(r)y_@(r I)Q(r)

3’ eQMQe, D
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finden wir schlieBlich

POIYD=K, Y 0@~ I () 9V

9@y
— C Z (9( Q(r l)ﬂ(r)g(r)g(r)g(r 1)@(5)
et wobei C,=pu®! .. P 1VOIK, .

Damit ist die Formel auf Seite 261 bewiesen.

Anhang B: Kriterien fiir die qualitative Vollstindigkeit
Teil 1

Eine Chiralititsfunktion der Gestalt (15a) ist nach Seite 242 genau dann
qualitativ vollstindig, wenn fiir jedes r mit z,+ 0 aus der Identitét

Zr sr

Y @ #e(ID= Y Y z a0 ) P o) 1L) =0

i=1 i=1 g=1 t=

das Verschwinden aller Koeffizienten af” folgt.
Wegen der vorausgesetzten Allgemeinheit der Funktionen w{’( |L) sind die

Poo?(|L) mit o=1,..,5, t=1,..,1

linear unabhingig, und die obige Bedingung lautet:
Aus ) a”c) =0 muB af’ =0 fir i=1, ..., z, folgen. Notwendig und hin-
i=1
reichend dalfiir ist aber®

Rang(c{’,) =

Teil 2

Die lineare Unabhingigkeit der Funktionen #/® &®( | L) ist notwendig und
hinreichend fiir die qualitative Volistindigkeit der Chiralitatsfunktion

D=2, 3 06 )60 |L).

Beweis
«) Die Funktionen #”&®( |L) seien linear unabhingig. Mit einer geeigneten
t-unabhéngigen Auswahl von n, Permutationen s, gibt es zu jedem t eine Basis

O NYFDN(|L) mit o=1,...,n,

in einem Darstellungsraum fiir I,. Wir transformieren auf Basisfunktionen ¢
zum Koordinatensystem der 9’(').

O, VTS| L) = Z gk,

wobei (¢ jedenfalls eine nichtsingulidre Matrix der Dimension n, ist.

8 vgl z B. [9].
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Damit gilt aber
9 (9(4; 1)@‘0)&)(:)( IL) Z g(r) Q)

mit einer Teilmatrix (g{”) vom Rang z,.

Zu jedem r existiert also eine Auswahl von z, linear unabhéngigen Funktionen
P,0(s; YO (| L) fiir jedes .

Bei geeigneter Numerierung der o, ist daher die Chiralititsfunktion

o(ID=2F 3 a0 NF0a0(|1)= X Y Y gy

r o,t=1 i=1 g,7=1
qualitativ vollstindig, wenn (gemiB Seite 242) fiir _]CdCS rmit z, # 0 aus der Identitét

zr

Y a" PN |L)= z Z A g g En =0
i=1 i=1 o¢,1=1
das Verschwinden aller Koeffizienten a{ fir i=1, ..., z, folgt.
Die dafiir hinreichende Bedingung

Rang( ¥ gi2att) =z,
o=1

filhrt wegen Rang (g{7) = z, zur Forderung Rang (a%)) = z,, und die damit vertrigliche
Wahl a) =6, ergibt ¥( | L).

B) Aus der qualitativen Vollstdndigkeit von %( | L) folgt die lineare Unabhiingig-

keit der # &( | L), da diese per definitionen zu linear unabhéingigen Darstellungs-
rdumen gehdren miissen.

Teil 3

Nach dem Satz von Burnside kommen unter den Matrizen jeder irreduziblen
Darstellung I, n? linear unabhingige vor. Das heiBt nichts anderes, als daB der
Rang der Matrix D{?(s~") mit (i, /) als Zeilen- und s als Spaltenindex gleich n2
oder, wenn wir i nur bis z, laufen lassen, gleich z, n, ist. Daraus folgt die Behauptung
von Seite 254.
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